ema 1: Los numeros naturales

* ;Qué vamos a estudiar en este tema?

1. Sistemas numéricos. La notacidon posicional.
Aritmética elemental. Algoritmos y propiedades.

El lenguaje algebraico y el razonamiento abstracto.

= W

Divisibilidad. Nimeros primos. Maximo comun divisor y
minimo comun multiplo.
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. os niumeros naturales
* N=4{1,2,3,4,5...}

x Origen: necesidad de “contar”.

+ Problema: representacién (oral y escrita) de niimeros
“grandes’ .
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1. Sistemas aditivos

Ipos de sistemas de numeracion

x El nUmero se obtiene sumando el valor de los simbolos que

lo componen.

l
10 n
100 e
o S LTS
1000 § |
100 000 ‘;&&ﬁ"ﬁ

Sistema jeroglifico egipcio (aprox.

2000 aC)
base 10
Ejemplo:

S fi @ @a MmN
()i @@ Fen i

200 000 3000 800
40 000 600 ¥

243 688

magenes de http://www.ugr.es/ jgodino/edumat-maestros/welcome.htm

* Numeracidn griega: | =1, I =5, A =10, H = 100,

X = 1000 y M = 10000 (la romana procede de eIIa).
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Sistemas de numeracidn

2. Sistemas aditivo-multiplicativos

x Si hay que repetir varias veces un nimero, eso se indica
con otro nimero.

Un ejemplo: el sistema chino

“““Ei#%ﬂ%+ﬁ¥%

: 2 10000

De esta manera se evitan repeticiones fastidiosas pues los numeros que preceden a las
potencias de la base indican cuantas veces deben repetirse éstas. Por ejemplo, el numero
79564 se escribiria:

L EATEE Ry

Q! wan jiu gian w@ bai lig shi s

----------
---—-—---t—-qn--’-l--. -----
- -

?aﬂﬂﬂbi-l@oﬁ-m + G 210+ 4
79 564

Pedro Ramos. Matematicas |. Grado de Educacién Primaria. Universidad de Alcala.



Sistemas de numeracidon

3. Sistemas multiplicativos (como el nuestro)

x Tiene su origen en el sistema hindid. Los simbolos del
sistema hindu eran

N3 3 3 F £ 7 5 9

(y unos simbolos adicionales para las potencias de 10).

x Entre los siglos V y VIII se prescinde de los simbolos para
las potencias de 10, pero se utilizan unas barras:

VAR

9
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Sistemas de numeracidon

x El cero.

El nombre proviene del sanscrito shunya (vacio), en arabe
se llamd sifr Nuestra palabra cifra viene de ahi.

Nuestro sistema de numeracion llega a Europa a través de
los arabes. Al-Jwarizmi escribio el libro “Acerca de los
calculos con los niumeros de la India”’ alrededor del ano 825.

x A partir de la introduccion del nuevo sistema de
numeracién, la aritmética se desarrolla de forma muy

rapida.
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La introduccion del niumero de dos cifras

+ Enfoque tradicional (1° de primaria):

‘'ema 0: repaso de los numeros del 0 al 9.

‘'ema 1: los numeros del 10 al 19.

‘'ema 2: los numeros del 20 al 29.

* Inconveniente: Falta de sentido numérico.
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Decenas y unidades en nuestros libros de texto

x Casi siempre, el enfoque
de la figura:

x Es mejor, durante un tiempo, (b)
mostrar las decenas como grupos
de diez, explicitamente, como en
la figura:

(El ejemplo es de la segunda
mitad del primer curso de un
libro de Singapur).

There are . beads. |
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Una comparacién

x Comparemos estos dos ejemplos:
Un libro de Singapur de 3°

3. Write the numbers,

Un libro espanol de 2° ©

100 + 70+ 5 =
(b)
i
(c)
(d)
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La introduccion del niumero de dos cifras

x Enfoque alternativo: contamos “haciendo grupos de diez".

e e Hay dos “grupos de diez" y 6
. R (o diez, diez y 6).

x Ademads, se puede practicar el recuento con ejemplos que
ayudan a profundizar en ese sentido numérico.
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La introduccion del nimero de dos cifras
x Una vez practicado el recuento de manera intensiva, ya se
puede:

- 3 grupos de diez y 5 se escribe 35.
- el grupo de diez se llama decena.
- Introducir el cero.

x Un alumno que ha seguido este proceso esta en condiciones
de contestar a la pregunta:

jcuantas son 32 + 207

+ Estos temas (y su relacién con la introduccién de los
algoritmos de suma y resta) serdn ampliados en la
asignatura de didactica de las matematicas (3°).
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La base b

i Por qué contamos en base diez (haciendo “grupos de
diez")?

® ° o ° )
7 Ve °® ° [
i Cémo representariamos la o« o . .
cantidad de la figura si * e L° .
tuviéramos 8 dedos? e e * e e
® ® o

Como 26 =3 x 8 + 2, en base 8 el nimero 26 se
representa como 323g.

Ejercicio: Piensa ahora como escribirias el nimero 26 en
base 5.
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La base b

x Expresion de un ndmero en base b: dado un numero natural
b > 1 (la base), cualquier nimero n se puede expresar de

forma Unica como
k k—1
n=ar-b"+ar_1-0b + - 4+ay-b+ ag.

donde los digitos a; toman los valores 0,1,...,0 — 1.

n se representa en base b como apag 1 -+ ai1ag .

x j Por qué estudiar la base 67

- Interés didactico.
- Conexidn de las matematicas con el mundo mas

proximo: informatica.
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Base b: ejercicios
x Ejercicios:
1. Escribe los cinco primeros nimeros naturales en base 2.
2. Escribe (en base 4) los 10 nimeros siguientes a 223 4.
3. jCOmo se pasa de base 10 a base b, y al revés?
a) Escribe 3547 en base 10.
b) Escribe 92 en base 3.
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El sistema de numeracion oral

* Numeros cardinales.

Escribe en letra
* 87 065 006.
*x 72080023 002 305 006.

Expresa en forma numérica veintitres mil cuarenta y tres
billones, doscientos cuatro mil dos millones, veinte mil

cuatro.
Mas informacién, por ejemplo, aqui:
http://goo.gl/XJiZo (Wikipedia)

* Numeros ordinales.
Escribe en letra los ordinales 37°, 76°, 85°, 94° 101°.
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L.a recta numérica

+ Una ayuda excelente para desarrollar el sentido numérico (a
todos los niveles).

x Por ejemplo: al final de 1°, o en 2°.
Sitda (de forma aproximada) los niimeros 87, 6, 25, 48.

O O

0 100

+ Hacia el final de primaria: sitia (de forma aproximada) los
numeros 870100, 6005, 250037, 48025.

O O

0 1000000
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La suma - Concepto y algoritmos

+ Demasiadas veces se identifica el estudio de la suma con el
estudio del algoritmo tradicional para su calculo.

1 1 1

37 813674
Tos T 4528095

6 2 12665609

x Antes de continuar, mereceria la pena reflexionar sobre el

papel de |la aritmética tradicional en |la educacién primaria
del siglo XXI.

Mas ideas, menos cuentas: La aritmética en primaria
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https://masideas-menoscuentas.com/2012/09/04/la-aritmetica-en-primaria/

Un comentario sobre didactica

x Antes de trabajar el algoritmo de la suma, es importante
haber desarrollado el suficiente sentido numérico.

x El principal error en Espana: introducir demasiado pronto
los algoritmos en columna (los tradicionales).
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Algoritmos para la suma

1111 1 Sumar reagrupando las decenas y las unidades

2837446 Q 275386
083745
38211901 278| &

PFrimero, suma las
unidades.

27
+3 8
|i|
8 unidades + & unidades
=14 ynidodes

Reagrupa las
unidades.

| W unidades
= | decena 4 unidoces

Luego, suma las
decenas.

217 8
+ 386
6 4

7 decenas + 8 decenos
+ | decena = 16 decenas

Reagrupa las decenas.

14 decenas
= | cenfena & decenas

Una obviedad: no se trata
solo del algoritmo, sino de
cdmo se presenta.
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Sumar en base b

x Una buena forma de comprobar si entendemos las

“llevadas” (reagrupamientos es un término mas adecuado)
es hacer esta suma en base b.

3 4 3
e | O
3 4 3 (5 = g 9
Sanail
+1 3 2
Imagenes obtenidas de National library of 1 3 2 (5
virtual manipulatives: R
. Saanat
http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html mt
Numbers and operations — Base blocks

(Necesita Java)
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Ejercicios
x Calcula esta suma en base 6,
poniendo especial cuidado en 5 4 3 2 3

comprobar.que entiendes los L2015 1 4
reagrupamientos que haces.

x Completa los recuadros en la siguiente suma de dos
nimeros en base 8.

5 2 6 (s

+ 2 3 4

1 3 0 4 1 (s
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Algunas alternativas

[ |
T
S AS g a
7] 1/ oo | T
~ A 201
4 '
i ] ¢ 7-6;' 1 () SIG1
AN NN SN AR I

Algoritmo ABN

x Calcula las siguientes sumas con estos dos algoritmos, y
analiza sus ventajas e inconvenientes.

a) 89+ 75 b) 528 + 849
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Aritmética elemental: suma y resta

x La suma es una operacion interna en N.
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Aritmética elemental: suma y resta

La suma es una operacion interna en N.

Propiedades: conmutativa, asociativa.

Una vez definida la suma, la resta es facil:
Sedicequea—b=csib+c=a.

Comentario: entender la resta asi desde el principio tiene
Importantes ventajas didacticas. Por ejemplo, deja claro el
papel andlogo de b y ¢ ( “sustraendo” y “diferencia”). Mas
en didactica.

La resta no es una operacion interna en N.

La resta nos permite definir un orden en N:

diremos que a < bsi b —a € N.
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Algoritmos para la resta

* ¢ Como funciona nuestro algoritmo 24 9
tradicional? 128
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Algoritmos para la resta

* ¢ Como funciona nuestro algoritmo 24 9
tradicional? 128

+ Una alternativa (Asia, mundo anglosajén, llegando a
algunos de nuestros coles)

Hundreds Tens Ones

242 | .' \% 2 4 2
%\ Eﬁgrgﬁz s’fhe tens T 1 2 8
Y it —

4

4 fens 2 ones
=3 tens 12 ones
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Restar en base b

* De nuevo, restar en base b es

una buena forma de reflexionar 3 1 2
sobr.e .nuestro algoritmo — 1 3 4
tradicional.

x Un p.equen‘? |nconv-en|en,1’:e del 30 14
algoritmo “internacional”: los
ceros en el minuendo. -1 2 334

x Calcula esta resta en base 6,
usando los dos algoritmos, y 5 0 2 5 3
poniendo especial cuidado en
comprobar que entiendes los
reagrupamientos que haces.

~ 2 3 5 1 4
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Ejercicio

x Rellena los huecos en la siguiente resta en base 9:

7 8 0 2
- 5 5 4 (o
1 8 0 2 (9

Pedro Ramos. Matematicas |. Grado de Educacién Primaria. Universidad de Alcala.



i Algoritmos alternativos?

;i Existe para la resta un analogo de este
algoritmo para la suma?

Algoritmo ABN para la resta.

437 - 248

QUEDAN
QUITO POR QUITAR RESTAN

235 | 13 202
10 3 192

3 0 189

Calcula estas dos restas usando algoritmos ABN.

a) 104 — 49 b) 824 — 347

i Crees que tiene sentido hacer restas en base b usando
algoritmos ABN? ; Por qué?
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Calculo mental — j Calculo natural?

+ Estd en el curriculo.

En general, se trabaja poco en las aulas.

x Es muy importante para desarrollar el sentido numérico.

x Lo practicaremos en clase, con ejemplos como estos:

a) 89+43 b) 56+35 <) 83—28 d) 79— 42

x No se trata de aprender de memoria trucos, sino de
desarrollar técnicas propias.

x El error que no se puede cometer: tratar de imitar
mentalmente los algoritmos tradicionales.
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La multiplicacion
* §Cémo introducirla en primaria?

Tenemos 3 platos con 4 rosquillas en
cada plato. jCudntas rosquillas tenemos
en total?

x Tenemos 4 + 4 + 4 rosquillas, es decir, 3 veces 4 rosquillas.
i 3veces4 < I x47

x En los libros de texto
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La multiplicacion

*x Veamos qué ocurre si asumimos que:
a) 3 x 4 significa 3 veces 4.
b) en la tabla del 2, “contamos de dos en dos”.

x La tabla del 2, con “veces’ en vez de “por’, quedaria ...

x Conclusion: el orden tradicional de las tablas no concuerda
con la introduccion natural de la multiplicacion.

* Mas en didactica.
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Propiedades de la multiplicacion

+ Conmutativa: a X b = b X a.

x (jo: no es nada intuitivo que 4 veces 7 sea igual que
[ veces 4 ....

DE @E  omerer
DODODEE Twwtor

x La geometria puede ayudar en la
Introducciéon y comprension de
las propiedades.

4

2
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Propiedad distributiva
x Propiedad distributiva:
axX(b+c)=(axb)+ (axc)
(a+b) xc=(axc)+ (bxc)

* i Qué sentido tiene en primaria?

x En los libros de texto ...

7Tx(3+5) = Tx3+7x5
\/ \/ \/ ,
7T X8 21 + 35 j Para qué?

\/ N/
56 56
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Propiedad distributiva

% Sirve para dos cosas:

i) manipulaciones algebraicas: 2(z + 3) = 2x + 6

i) célculo natural (pensado, mental):

13 x 8 = (10 + 3) x 8 = 80 + 24 = 104

x jSabéis por qué funciona el algoritmo tradicional?

><382
2 6
2292
+ 764
9932
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Una ultima propiedad

+ Propiedad asociativa: a x (b xc¢) = (a xb) xc

D
J L L L L

2x(3x5)=(2x3)x5

o
SENEANEAN

x Un ejemplo en forma de problema de primaria: Tenemos
dos sacos, en cada saco hay tres bolsas, y en cada bolsa
hay cuatro caramelos. j Cudntos caramelos hay en total?

+ Un error frecuente: 2 x (3 x 5) =
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Otros algoritmos para la multiplicacidon

x El tradicional “explicado”

(Singapur, 4° de Primaria)

MULTIPLICANDO

70 4
200 {14000 800 (14800
80 | 5600 320 | 592020720
5 350 20 370 | 21090

Algoritmo ABN
285 X 74

3
Step 2 Step
Add.
Multiply 2 tens 7 ones by 30. 54 + 810 = 864
7 ones X 30 = 210 ones 27 x 32 = 864
= 21 tens
=2hundreds l ten o
2 tens X 30 = 60 tens l : 5
= 6 hundreds 97 £y
Add. . 33 -
6 hundreds + 2 hundreds | ten o 5
= 8 hundreds | ten 810
810 8T8 4
27 x 30=2810 L S
21x32 =672

Algoritmo maya

21 x 32
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Ejercicios
Analiza por qué funcionan el algoritmo ABN y el maya.

Haz esta multiplicacién con estos dos algoritmos, y piensa
en sus ventajas e inconvenientes (comparandolos entre
ellos, y con respecto al tradicional).

45 x 36 =

Sabiendo que 652 x 68 = 44336, usa la propiedad
distributiva para calcular esta otra multiplicacion sin hacer
mas cuentas de las necesarias:

662 X 68 =

i Sabrias comparar el resultado de estas dos
multiplicaciones, sin necesidad de calcular los resultados?

<
835 x 374 S 834 X 375
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La division
x Un primer comentario: es importante distinguir la idea de

divisiéon y el algoritmo de la division.

* Si un nino de 6 anos lleva 8 caramelos al cole y quiere
repatirlos (por igual) con un amigo, jsabe hacerlo?

x Esta idea de reparto es la mejor para introducir la division:
se trata de la division partitiva.

* Si repartimos 20 caramelos en 4 bolsas

iguales, jcuantos caramelos habra en ?

cada bolsa?
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.a division
* Existe otra interpretacion de la divisién: Si repartimos 20
caramelos en bolsas con 5 caramelos cada

E 1 ...7...

una, jcudantas bolsas necesitaremos?

x Esta es la divisién cuotativa o divisién de “hacer grupos”
(No se trabaja lo suficiente en nuestras aulas).

Relacién con medida: jcudntas veces “cabe” 5 en 207
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La divisién - Dos significados

x Dos observaciones:
i) Una forma sencilla de distinguirlas: piensa en cémo
resolveria el problema una persona sin conocimientos
matematicos.

ii) En la divisidn cuotativa, el divisor puede ser un niimero
no entero: Un grupo de amigos compra 6 pizzas, y se
las reparten por igual. Si cada amigo come 2/3 de pizza,
jcuantos amigos son en el grupo?

1. Contesta la pregunta anterior recurriendo a tus conocimientos
sobre fracciones.

2. Busca un argumento que se pueda usar para explicar la solucion a
un alumno que empieza 4° de primaria. (Solo conoce el concepto
de fraccién, no la aritmética).
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La division
Un buen ejercicio para proponer en clase (en primaria),
para entender los dos tipos de divisiones:

Inventa dos problemas (uno de cada tipo) cuya solucién
contenga la division 72 = 6.

Otra idea importante, que hay que trabajar con calma, es
la divisidon como inversa de la multiplicacién:

ComoHx4=2020-5=4y20+4=>5.

i Por qué no se puede definir la divisién por 07
5+-0=7 <+ ?7x0=5 no hay solucion
0+-0=7 <+ 7x0=0 infinitas soluciones

Mas en didactica.
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Division con resto

+ Division entera (con resto, o euclidea)

Dados dos niimeros naturales D (dividendo) y d (divisor),
existen unos Unicos nimeros naturales ¢ (cociente) y r
(resto) tales que

D=gxd+r vy 0<r<d-1

x ldea de cualquier algoritmo de division:

Aproximar por defecto el dividendo por multiplos del
divisor.

16 = X 3+

A
3
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Problemas

Piensa dos problemas donde los datos sean 27 y 4. En uno
de ellos, la solucién debe ser 6, y en el otro debe ser 7.

Un aspecto que no se trabaja lo suficiente: problemas
donde el resto sea lo importante.

Un astronauta hizo un viaje de 505 horas. Si despegé a las
8 de la manana, jqué hora era cuando aterrizé?

Sabiendo que 635 x 97 = 61595, explica cdémo podrias
calcular el cociente y el resto que resulta de dividir 61695
entre 97 sin necesidad de ninguna operacién larga.

Si te dicen que al dividir 64757 entre 439 el cociente es 147
y el resto es 224, jcual es el cociente y el resto que resulta

de dividir 64757 entre 1477
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Algoritmos de division

x Algoritmos tradicionales para la division:

Algoritmo “usual”

Algoritmo “extendido (“comprimido” )

6 4 0 |2 3 6 4 0|2 3
—4 6 2 7 18 0 27
1 8 0 1 9
~_
-1 6 1
1 9
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ABN

Una propuesta

j Otros algoritmos?

T

19.368| 17.100| 300
2268 1.710| 30
558 513 9
45 339

DIVIDENDO | g TANTE| PARGIALES
6
7899 | 6000 | 1000
1899 | 1800 [ 300
99| 60 10
39| 36 6
3
7896:6= | 1316
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Ejercicios
x Haz estas dos divisiones usando el dltimo algoritmo
propuesto. Aseglurate de entender el significado de cada

etapa del calculo

97 — 4 835 = 37

x Un tema para la reflexion: Ademas de pensar en qué
algoritmo ensenar, habria que reflexionar sobre el valor
formativo de los algoritmos de division.

En muchos paises los divisores de dos (o mas) cifras han
desaparecido del curriculo de primaria.
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Ejercicios
. i Qué ocurre con cociente y resto cuando dividendo y
divisor se multiplican (o dividen) por el mismo nimero?

. Sabiendo que 4185 = 45 x 93, encuentra de manera
razonada el cociente y el resto de dividir 41862 entre 930.

. Escribe 3 nimeros de 4 cifras que tengan resto 7 al dividir
entre 19.

. Encuentra el menor nimero que es mayor que 300 y que
tiene resto 7 al dividirlo entre 29.
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La calculadora (y otros dispositivos)

x Esta en el curriculo, y habria que integrarla en el aula.

aunque solo sea para que no ocurra esto:
https://www.youtube.com /watch?v=zclITKd4ivQ

x Usa tu calculadora para averiguar tu indice de masa
corporal.

INDICE DE MASA CORPORAL

(La estatura es en metros) kilos
estatura x estatura

x Dos aspectos distintos:
(1) su uso para hacer operaciones “complicadas”, o para
comprobar resultados.
(2) su utilidad en el disefio de actividades de aprendizaje.
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La calculadora (y otros dispositivos)

* Division con resto en una calculadora “usual’.
29374 =+ 387 =~ 75,902

« QOtras alternativas:

96 586 932+3 254=

https: //www.wolframalpha.com/

29 682 Remainder: 1 704

Whole calculator (gratis)

Calculadora natural (73 c)
(Android)
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Un ejemplo de actividad de aprendizaje

x Calculadoras estropeadas.

Instituto Freudenthal:
http:/ /www.fisme.science.uu.nl/toepassingen /03363 /

fi score 20 3.Target 88 Next situation

The broken calculataor

= Cancel

| can not come closer
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