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Capitulo 1

Introduccion

Estos apuntes corresponden a la asignatura de Matemadticas I, que se imparte en el Grado en
Magisterio de Educacién Primaria en la Universidad de Alcald. La asignatura estd dedicada al
estudio de la aritmética elemental. Revisaremos los procedimientos bdsicos de la aritmética,
porque por supuesto es imprescindible conocer los algoritmos (los clasicos, y otras alternativas)
para calcular sumas, restas, multiplicaciones y divisiones de ntimeros naturales, asi como los
procedimientos para operar con fracciones. Pero queremos dejar claro desde el principio que
no nos interesa solo el como se hacen las cosas, sino el por qué se hacen de esa forma, por
qué funcionan los procedimientos que todos conocemos. Estos son algunos ejemplos de las
cuestiones que nos ocupardn, y que es posible que sean nuevas para algunos lectores.

El algoritmo tradicional en Espafa para calcular la resta
de la izquierda se suele verbalizar en las aulas de la si-

645 guiente forma:
1. 128 Del8al15van 7, yme llevo 1 ... (luego esa 1 se le suma al
517 2 de las decenas del sustraendo)

No tenemos 15 unidades, sino 5. ;Qué estamos haciendo
exactamente? ;Por qué funciona este procedimiento?

En el caso del algoritmo tradicional de la multiplicacion,

647 que se muestra a la izquierda, cuando multiplicamos 2

28 por 7, el 4 lo ponemos debamo del 7, dejando el hueco

2. 5176 que se muestra. Este hueco es una fuente comun de erro-
1294

res en los alumnos que estan aprendiendo a multiplicar,
porque se olvidan de dejarlo. ;Por qué es necesario dejar
ese hueco?

18116

3. Esto no es una pregunta sobre un procedimiento, sino un problema “bdsico” de fraccio-
nes, o que deberia ser basico cuando se entienden las ideas fundamentales sobre frac-
ciones. El problema se debe resolver con métodos de primaria, es decir, sin usar procedi-
mientos algebraicos.

Luis y Marta tienen la misma cantidad de dinero. Organizan una fiesta juntos, y Luis gasta
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la mitad de su dinero en organizarla. Como Marta ha invitado a més amigos, ella gasta 3/4
de sudinero en la organizacion. ;Qué fraccion del total del dinero que tenian entre los dos
han gastado en organizar la fiesta?

o 2
4. ;Qué 31gn1ﬁca4:§?

Obsérvese que no estoy preguntando por el resultado de la operacion, ya sabemos que
es 6. Estoy preguntado por cudl es el significado de esa operacion. Dicho de otra forma:
;puedes pensar un problema, una situacién, que se resuelva haciendo esta division?

5. Elmaximo comun de dos niimeros es, como su nombre indica, el mayor divisor comtn de
los dos nimeros. Sabemos que si queremos calcular, por ejemplo, el maximo comun de
los niimeros 90 y 84, 1o que tenemos que hacer es factorizarlos, 90 = 2x3% x5, 84 = 22x3x 7
y tomar los factores comunes (con el menor exponente). Por tanto, el maximo comuin
divisor de 90y 84 es 2 x 3 = 6. ;Por qué funciona esta forma de calcular el médximo comun
divisor?

1.1. Laimportancia del por qué

Cualquiera que haya tenido nifios de edad temprana alrededor sabrd que casi todos pasan por
una etapa en la que continuamente estdn preguntando ;por qué? El ser humano tiene un gusto
natural por entender el mundo, por una razén evolutiva clara: cuando entendemos por qué
funcionan las cosas, cuando comprendemos su funcionamiento, estamos mejor preparados
ante posibles imprevistos, y eso fue en su momento una ventaja evolutiva clara.

En matemadticas ocurre lo mismo: si sabemos por qué funciona un procedimiento, estaremos
mads preparados para saber cudndo se puede generalizar, y cudndo no. Un ejemplo: todos sa-
bemos que para multiplicar un nimero entero por 10 es suficiente con afadir un 0. Un error
estandar cuando se empieza a operar con numeros decimales es generalizar esta idea, y escri-
bir 17,3 x 10 = 17,30. Si un alumno es consciente de por qué multiplicar un nimero entero por
10 se traduce simplemente en afiadir un 0, es mucho mas probable que sea consciente de que
esa misma idea no se generaliza a la aritmética con nimeros decimales. Una gran parte de los
errores en los procedimientos que vemos en nuestras aulas tienen la misma base: generalizar a
nuevas situaciones, de manera incorrecta, técnicas que eran validas previamente. Y en la mayo-
ria de los casos la mejor forma de evitarlo es la misma: entender por qué esa técnica funcionaba
en un entorno (esto casi siempre deja claro por qué no funciona en una nueva situacion).

Richard Skemp es uno de los autores que de forma maés clara ha tratado esta problematica [2].
Skemp habla de comprensién instrumental (instrumental understanding) y de comprension re-
lacional (relational understanding). En una imagen que me parece muy clarificadora, Skemp
compara la compresion en matematicas con el conocimiento de una ciudad. En el caso de la
comprension instrumental, lo que sabemos de la ciudad es cémo hacer ciertos recorridos, co-
mo ir desde el punto A hasta el B, desde el C hasta el D, etc. El inconveniente de este cono-
cimiento es claro: si un dia necesitamos ir a un nuevo lugar, o si cortan una calle por obras,
tendremos dificultades para adaptar las rutas conocidas a una nueva situaciéon. En el caso de la
comprension relacional, lo que ocurre es que tenemos en la cabeza una imagen completa de la
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ciudad, y esto nos permite planear rutas a nuevos destinos, o hacer frente a imprevistos, como
unas obras en una calle conocida.

Una componente fundamental de la comprension relacional de las matematicas es ser cons-
cientes de las conexiones entre diferentes conceptos, y entre diferentes areas de la disciplina. El
objetivo de esta asignatura es, por supuesto, revisar los procedimientos de la aritmética bésica
pero, sobre todo, trabajar esa comprension relacional, entender los por qués de los diferentes
procedimientos, y las conexiones entre diferentes conceptos.

Dado que el tiempo disponible para la asignatura es limitado, priorizaré los contenidos que me
parecen mads importantes para la docencia, a veces en detrimento de aspectos més teoricos.
Por ultimo, aunque en algunas ocasiones haré algiin comentario que entre en lo que se suele
entender como didactica de las matematicas, queda pendiente para una futura version de estas
notas la integracion de los contenidos de la aritmética y sus aspectos did4cticos.

Pedro Ramos Alonso Matematicas I. Magisterio de Educacién Primaria. Universidad de Alcala
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Capitulo 2

Los numeros naturales

2.1. Numeros naturales. Sistemas de numeracion.

Los ntimeros naturales son los que usamos para contar, es decir, 1, 2, 3, 4, etc. Estos son los
primeros numeros que hemos aprendido todos, e histéricamente, los primeros que surgieron.
El conjunto de todos los nimeros naturales se representa por N,

N=1{1,2,3,4,...}.

Como la secuencia de nameros naturales no se agota, porque a cualquier lista de nimeros na-
turales siempre podemos afiadir uno maés, decimos que N es infinito.

Estos niimeros aparecieron por la necesidad de “contar”, es decir, de describir el tamafio de un
conjunto de objetos. Es importante distinguir la diferencia entre el concepto de ntimero y su
representacion oral o escrita. Todas las culturas que desarrollaron un lenguaje han tenido pa-
labras para los primeros ntimeros naturales. Sin embargo, en cuanto los niimeros empiezan a
crecer, resulta evidente que no es conveniente utilizar una palabra (o un simbolo) distintos para
cada numero. Surge asi el problema de la representacién de los niimeros: los sistemas numé-
ricos. La mejor forma de valorar adecuadamente la importancia de nuestro sistema numérico
actual es repasar, al menos de forma rapida, el largo camino recorrido por la humanidad hasta
dar con él. Los sistemas numéricos se pueden clasificar en tres grandes familias, que en orden
historico (y de complejidad) son los sistemas aditivos, los aditivo-multiplicativos y los multipli-
cativos.

2.1.1. Sistemas aditivos.

En los sistemas aditivos, el valor del niumero se determina sumando los valores de los simbolos
que lo componen. El ejemplo mas sencillo, y también el método mas intuitivo para represen-
tar cantidades pequenias, es el sistema que se utilizaba en Mesopotamia, donde cada ntimero
se representaba a partir de marcas (figura[2.1); este sistema se sigue usando, en la actualidad,
para hacer pequefios recuentos. El sistema funciona bien para cantidades pequenas, pero ob-
viamente el nimero de marcas a utilizar es excesivo cuando las cantidades empiezan a crecer.

Una posible mejora de esta idea es utilizar simbolos especificos para determinadas cantidades.
Por ejemplo, en el sistema de numeracion babilonio, a la hora de representar los 60 primeros
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T

Figura 2.1: Sistema de marcas utilizado en Mesopotamia.

numeros se utilizaba un simbolo especial para el 10 (véase la figura|2.2). A partir de 60 la repre-
sentacion cambiaba, como veremos mds adelante, porque su sistema era sexagesimal.
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Figura 2.2: Primeros 60 numeros naturales en Babilonia. Imagen tomada del blog
https://conlamenteabierta.wordpress.com

La civilizacion egipcia se enfrent6 a la necesidad de manejar numeros grandes. El Cairo fue
en su momento la ciudad mds poblada de la tierra, y la administracion egipcia necesitaba re-
presentar con precision ntimeros grandes. A pesar de que el sistema sigue teniendo cardcter
aditivo, la forma en que resolvieron el problema de introducir simbolos para nimeros grandes
es ya un primer paso hacia nuestro sistema de numeracion, al considerar el 10 y sus potencias.
En la figura 2.3]se pueden ver los simbolos usados por los egipcios, y como ejemplo, la repre-
sentacion del nimero 2305827 en este sistema aditivo: lo tnico que hay que hacer es sumar
el valor de cada uno de los simbolos que aparecen. Es ficil ver lo laborioso que resulta mane-
jar grandes ntimeros con este tipo de sistema de numeracion. En especial, la aritmética no es
sencilla. Los escribas egipcios encargados de los cdlculos aritméticos estaban entre la élite de la
administracion.

Otros sistemas de numeracion en los que se da la sustitucion de cantidades por simbolos son
el griego y su evolucion, el romano, bien conocido por todos. Todos estos sistemas tienen el
mismo problema: funcionan razonablemente bien para cantidades pequefas, y empiezan a
volverse complicados con cantidades més grandes. Ademads, la aritmética con estos sistemas
de numeracion es complicada, como cualquier lector puede comprobar sin més que intentar
una sencilla multiplicacién usando niimeros romanos.

2En esta péagina (en inglés) se puede encontrar mucha mds informacién sobre las matematicas del antiguo
Egipto.

Pedro Ramos Alonso Matematicas I. Magisterio de Educacién Primaria. Universidad de Alcala
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Figura 2.3: a) Simbolos en el sistema de numeracion egipcio. Imagen tomada de
https:// discoveringegypt.conﬂ b) Representacion del numero 2305 827.

2.1.2. Sistemas aditivo-multiplicativos.

La idea de estos sistemas es evitar excesivas repeticiones de los simbolos. Si tenemos, como en
el ejemplo anterior, 5 millares, en lugar de repetir 5 veces el simbolo del millar, ponemos el sim-
bolo del millar y otro simbolo que nos dice que hay 5 millares. Un buen ejemplo de este sistema
es el sistema chino clésico; la idea puede verse en la ﬁgura Cuando recorremos el nime-
ro de izquierda a derecha, cada simbolo que representa los digitos del 1 al 9 nos dice cudntos
grupos del simbolo que representa potencias de 10 (y que estd justo a su derecha) tenemos.
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Figura 2.4: a) Principales simbolos en el sistema chino. b) Cardcter hi-
brido (aditivo-multiplicativo) = del sistema chino. Imégenes tomadas de
http://personal.us.es/cmaza/china/numeracion.htm

2.1.3. Sistemas multiplicativos.

Una idea simple, pero revolucionaria, nos permite dar el siguiente paso, y llegar a los sistemas
multiplicativos, como el nuestro. Podemos prescindir de los simbolos de los grupos de 10 y sus
potencias si, por convenio, acordamos que los escribimos siempre en el mismo orden, empe-
zando por las unidades ala derecha, los grupos de 10 en la siguiente posicion, los grupos de 107
en la siguiente, etc.

Aunque existe algiin ejemplo de sistema multiplicativo mds antiguo (el babilonio, basado en
grupos de 60) el sistema hindu es el origen de nuestro sistema de numeracion. El sistema hindua

Pedro Ramos Alonso Matematicas I. Magisterio de Educacién Primaria. Universidad de Alcala
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es multiplicativo, y decimal (porque considera grupos de 10y de potencias de 10). Este sistema
fue probablemente desarrollado en torno al siglo I, pero hay acuerdo general de que ya estaba
en uso en laIndia en el 400 d. C. El sistema se basa en 9 digitos que pueden verse en figura[2.5]a).
La grafia de algunos de estos simbolos se parece mucho a nuestras cifras. La elecciéon de un
sistema decimal tiene que ver con el uso natural de los dedos de las manos para contar.

Este sistema lleg6 a Europa gracias a los drabes. Al-Jwarizmi (de cuyo nombre deriva la palabra
“algoritmo”) escribio el libro Acerca de los cdlculos con los niimeros de la India alrededor del afio
825. Leonardo de Pisa (1170-1250), més conocido por Fibonacci, aprendi6 la notacién indo-
arabiga en Argelia, y la introdujo en Europa en su libro Liber Abaci (1202).

En la figura [2.5|b) podemos ver la representaciéon de nuestro 7609 en el sistema hindt de nu-
meracion. Las cifras estdn separadas por barras, cuya necesidad proviene del hecho de dar la
informacion de que en este ejemplo el lugar de los grupos de 10 estd vacio, porque no tenemos
ningtn grupo de 10. Para prescindir de las barras, y llegar a nuestro sistema de numeracion,
solo necesitamos una alternativa mas eficiente para decir que una posicion estd vacia. Estamos
hablando, por supuesto, de la invencion (o descubrimiento) de un carécter para denotar esto,
el nimero 0.

V1A TE s g

1?2

Figura 2.5: a) Cifras del sistema hindu. b) Representacién del niumero 7609.

Parece ser que los babilonios tenian también un simbolo para representar el vacio, pero nuestro
cero proviene, nuevamente, de los hindtes. En sénscrito (la lengua clasica de la India),“vacio”
se dice “shunya’, que los drabes tradujeron como “sifr”’; nuestra palabra “cifra” viene de ahi.
Merece la pena pararse a pensar en que el cero no es un nlimeroE] como los demds. Habiamos
convenido en que los nimeros naturales son los nimeros que se usan para contar. La utilidad
del cero es distinta, nadie dice “tengo cero caramelos”. Precisamente por ello, la aparicion del
cero en la historia de las matemadticas es muy posterior a la de los nimeros naturales. En al-
gunos libros de matematicas se incluye al cero en los nimeros naturales. Es una cuestion de
convenio, que tiene sus ventajas cuando se estudian otros temas (como veremos al estudiar la
divisibilidad). Lo que es importante es tener claro que, tanto desde el punto de vista historico,
como didactico, el cero no es un nimero como los demas.

Nuestro sistema de numeracion se conoce también como sistema de valor posicional, ya que
el valor de cada cifra depende de la posicién que ocupe. Sin miedo a exagerar, la notaciéon po-
sicional se puede considerar como uno de los grandes inventos de la historia de la humanidad.
Estamos tan acostumbrados a ella que seguramente no le damos el valor que tiene y, en parti-
cular, no somos conscientes de la dificultad que acarrea su comprension. La correcta compren-
sion de la notacion posicional es uno de los contenidos méas importantes de los primeros cursos

3A 1o largo de este capitulo, y hasta que empecemos el estudio de las fracciones, cuando hablamos de niimero
se debe entender nimero natural.

Pedro Ramos Alonso Matematicas I. Magisterio de Educacién Primaria. Universidad de Alcala
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de primaria. Para tratar de entender en profundidad la notacién posicional, y para ser un poco
mas conscientes de las dificultades que puede encontrar un nifio cuando la encuentra en 1°y
2° de primaria, vamos a estudiar como escribiriamos los nlimeros si, en lugar de hacer grupos
de diez unidades, hiciéramos grupos de distinto tamafo.

2.2. Sistemas de base b.

Nuestro sistema de notacion posicional estd basado en el diez porque tenemos diez dedos. Al
llegar a diez unidades, hacemos un grupo de diez, al que llamamos decena. Cuando tenemos
diez decenas, eso hace una centena. Luego, al tener diez centenas, tenemos un millar, etc. Esto
hace que podamos representar cualquier nimero, por grande que sea, de manera muy econoé-
mica, usando un conjunto de solo diez simbolos, las cifras 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Seguramente, la mejor forma de acercarnos a la dificultad que puede experimentar un nifio de 6
anos que quiere empezar a entender la notacion posicional, por ejemplo, por qué escribimos 10
para representar el diez, es pensar como escribirifamos los nimeros si tuviéramos ocho dedos.
En ese caso, no hariamos grupos de diez, sino grupos de ocho. Por tanto, solo necesitariamos
usar las cifras del 0 al 7. ;Esta claro por qué? Lo veremos con detalle, pero creo que la mejor
forma de aprender es descubrir cosas como esta por uno mismo, a través de ejercicios, de ac-
tividades pensadas para ello. Es fundamental que le dediques a estos ejercicios unos minutos
de reflexion, antes de seguir avanzando en el texto. Para tratar de facilitar esto, las soluciones
de estos ejercicios estan en un capitulo al final de los apuntes, el capitulo dedicado a ejercicios
resueltos. Es muy posible que la forma en que aprendiste matemaéticas, basada esencialmente
en repetir lo que ya habias hecho antes, haga que esto te resulte, al principio, muy complicado.
Una buena forma de romper esta barrera inicial es trabajar con un compafiero en tu misma si-
tuacion, no alguien que te diga lo que tienes que hacer, sino alguien al que le puedas contar tus
ideas, y que pueda también aportar las suyas. Ese intercambio de informacién, y ese anélisis de
qué ideas son ttiles, y cudles no, ayuda mucho al aprendizaje.

Ejercicio 2.1. Llamamos base 8 al sistema numérico basado en hacer grupos de 8, y de poten-
cias de 8. ;Como escribiriamos en base 8 las cantidades de puntos de la figura[2.6f

Antes de dar la definicion general, veamos un ejemplo en base 5, con la representacion gréfica
que puede ayudar a entender mejor lo que estamos haciendo. En la figura [2.7 hemos repre-
sentado una tabla de valor posicional con dos grupos de 5%, un grupo de 5, tres grupos de 5
y cuatro unidades (recuerda, 59 = 1). Este ndmero lo representamos 2134 . ;C6mo escribimos
este nimero en nuestro sistema usual, la base 10? Solo hay que hacer la cuenta que hemos
escrito hace un momentaf’]

213455 =2x5"+1x5"+3x5" +4x5%=294

A Este signo aparecera cuando quiera llamar la atencién sobre un detalle concreto, que me
parece que es fuente de errores. Os pediria que os detuvierais con calma en estos puntos, y que

“He escrito el desarrollo con todo detalle, para tratar de que se vea mejor la estructura. Por supuesto, es igual de
correcto escribir 21345 =2 x 5° + 5% + 3 x 5+ 4 = 294.
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a) b)
Figura 2.6: Escritura de cantidades en base 8.
53 52 5! 50

]

T 7
22 aaaaa) e

Figura 2.7: Ejemplo de tabla de valor posicional.

los tomarais en consideracion. Estdn basados en la experiencia de ocho afios en esta asignatura,
y de haber reflexionado sobre las causas de los errores y las dificultades de comprension de los
alumnos de cursos anteriores.

En este caso, querria detenerme en el detalle de como leer la expresion 2134 5. Es importante
empezar a darnos cuenta de que coémo se leen, como se verbalizan, las expresiones matemati-
cas, puede incidir en la comprension y, por tanto, en el aprendizaje. Es muy posible que estéis
leyendo “dos mil ciento treinta y cuatro, en base 5”. No es buena idea, porque esa forma de
verbalizar nos confunde con la tradicional en base 10. Para entender mejor lo que estamos ha-
ciendo, os recomiendo que esa expresion la verbalicéis como “dos, uno, tres, cuatro, en base 5”.

FindeA
Ya estamos en condiciones de dar la definicién general de representacion de un nimero en
base b. Vamos a usar aqui algo de notacién algebraica. Es posible que para algunos lectores no

sea fécil de descifrar. Os animo a intentar hacerlo. Ser capaz de traducir el lenguaje algebrico a
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lenguaje natural os ayudard en la comprension.

Definicion 2.1. Sea b un nimero natural mayor que 1 (si tomamos b = 1, todas las potencias
de 1 son 1, y no es cierto lo que viene a continuacion). Cualquier numero natural n se puede
expresar de manera unica como una expresion axai_;...aaop (», donde los términos a; son
las cifras correspondientes a la base b, que representan los nimeros desde 0 hasta b — 1. Esta
expresion representa el niumero

n=agQg-1...a10y (b = akbk+ak_1bk_1+---+a1b+ao

2.2.1. Ejemplos de bases

Algunos valores particulares de la base b son importantes en algunas aplicaciones:

= Si tomamos b = 2, el sistema resultante se llama binario. En el sistema binario, solo se
usan dos cifras, el 0 y el 1 (seria muy conveniente que el lector se parara un minuto pa-
ra convencerse de por qué esto es asi). Un nimero en sistema binario se escribiria, por
ejemplo, 1010111 ,. La cifra de la derecha corresponde a las unidades, la siguiente a los
grupos de 2, la siguiente a los grupos de 22, y asi sucesivamente. Como el ntimero tie-
ne siete cifras, el primer uno corresponde a grupos de 2°. Para averiguar a qué niimero
corresponde en la base 10 usual, es suficiente hacer el calculo

1010111 =1x20+0x2°+1x2* +0x 23 +1x 22 +1x 2! +1x2° =87

Igual que antes, los términos con un cero no es necesario escribirlos, aunque os reco-
miendo que lo hagdis, al principio.

Aunque pueda parecer raro utilizar una base distinta de 10, en informatica, en concre-
to, el sistema binario es fundamental. De hecho, toda la informacién que almacena un
dispositivo electrénico estd en formato binario: todos los textos, la musica o las pelicu-
las que se almacenan no son mds que enormes cadenas de ceros y unos. En particular,
la aritmética que hace un ordenador es en base 2. La raz6n es que, en realidad, un orde-
nador representa bits de informacion: el 0 corresponde a un circuito sin magnetizar (o
sin corriente que lo atraviese), y el 1 corresponde a un circuito magnetizado (o con co-
rriente). Por supuesto, esto se hace en circuitos de tamafio inconcebiblemente pequefio,
y cualquier dispositivo electrénico contempordneo contiene millones de tales circuitos.

= Si tomamos b = 16, el sistema se denomina hexadecimal. En este sistema hacemos gru-
pos de 16, y de potencias de 16. Algtn lector se habra sorprendido un poco con la defini-
ci6én 2.1} y por qué hablamos de “cifras que representan los nimeros desde 0 hasta b—1".
La razén la vamos a ver ahora. Si la base no es mayor que 10, necesitamos simbolos para
representar los niameros desde el 0 hasta b—1. Estos simbolos serdn las usuales. Por tanto,
en base 10 usamos las cifras de todos conocidas: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Pero, ;qué ocurre si
la base es mayor que 10? Si queremos representar diez unidades en base 16, no podemos
escribir 10, porque esto en base 16 significa “un grupo de 16 y cero unidades”. Por tanto,
en base 16 necesitamos simbolos (cifras) nuevas, que representen las cantidades diez, on-
ce, doce, trece, catorce y quince. Lo usual es tomar las primeras letras mayusculas, y asi,
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Arepresenta diez, B representa once, C representa doce, D representa trece, E representa
catorce y F representa quince.

Por tanto, el namero E0A9B7 16 representa al niimero que tiene 7 unidades, 11 grupos de
16, 9 grupos de 162, 10 grupos de 163, 0 grupos de 16* y 14 grupos de 16°. Es decir,

E0A9B7(16=14x16°+0x16*+10x 16> +9x 16° +11 x 16+ 7 2.1)

Obsérvese que en el parrafo previo a la igualdad (2.I), hemos leido las cifras de derecha
a izquierda, como suele hacerse cuando hablamos de unidades, decenas, etc. En cam-
bio, en la férmula aparece el desarrollo que corresponde a leer el niimero de izquierda a
derecha, igual que hacemos cuando se considera lo que se suele conocer como “descom-
posicién polindbmica” de un niimero, y que aparece ya en los ultimos cursos de primaria.
Hay que acostumbrarse a estas dos formas de leer e interpretar los nimeros. Como ya
he dicho, y volveré a repetir, tener soltura para traducir el lenguaje natural en lenguaje
matematico, y viceversa, es fundamental para el aprendizaje.

El sistema hexadecimal (la base 16) es también importante en informética. Quiz4 algin
lector haya visto al manejar un ordenador cadenas de nameros y letras. Seguramente se
correspondan a ntimeros expresados en notacion hexadecimal, que tiene la ventaja de
hacer las expresiones mas compactas. ;Por qué 16 y no, por ejemlo, 18? Hay una razon, por
supuesto. En matematicas casi siempre hay una razén para todo. Al ser 16 una potencia
de 2, cambiar la expresion de un ntimero de una base a otra es (desde el punto de vista de
la cantidad de célculos necesarios) “sencillo”.

En este ejemplo se muestra hasta qué punto la notaciéon es méds compacta (cuando no
aparece el subindice de la base, estamos por supuesto en nuestra conocida base 10).

A6B7C16=10100110101101111100( = 682876

2.2.2. Cambios de base

Cuando tenemos un nimero expresado en base b, ya sabemos lo necesario para escribir ese
ntmero en base 10; no hay més que traducir el significado de la notacién en base b, y escribir
que tenemos cierto numero de unidades, de grupos de b, de b?, etc. Ya hemos hecho algiin
ejemplo, como la expresion (2.1).

Si tenemos un numero expresado en base 10 y queremos escribirlo en base b, el ejercicio
nos muestra el camino a seguir. Vamos a ver un ejercicio, en el que daremos dos alternativas
para sistematizar este proceso.

Ejercicio 2.2. Expresa el nimero 2354 en base 4.

Opcion 1:

Empezamos haciendo los grupos de grandes a pequenos. Para ello, calculamos potencias de 4:
42 = 16, 43 = 64, 4* = 256, 4° = 1024, 4% = 4096. Con esto ya podemos asegurar que en 2354 hay
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grupos de 4%, pero no hay ningtin grupo de 4°. En concreto, tenemosﬂ
2354 =2 x 4° + 306 2.2)

A continuacién, hacemos grupos de 4* con esas 306 unidades: 306 = 1 x 4% +50.
Unavezmds: 50=3 x4 +2,
Llevando ahora estos dos resultados a la igualdad (2.2) tenemos

2354=2x4°+1x4% +3x4%+2 2.3)
y esto nos permite expresar el nimero 2354 en base 4 (jojo con los ceros!):

2354 =2103024

Opcion 2:
Podriamos empezar haciendo grupos de 4: 2354 =588 x 4 + 2.

Ahora, esos 588 grupos de 4 los agrupamos de 4 en 4, y cada 4 grupos de 4 son un grupo de 42.
Como 588 = 147 x 4, tenemos que
2354 = 147 x 4 +2 (2.4)

Agrupando de 4 en 4 esos 147 grupos de 4> hacemos grupos de 4%. Como 147 = 36 x 4 + 3, susti-
tuyendo en (2.4) se obtiene

2354 = (36 x4+3) x 4% +2 =36 x 4% +3 x 4% + 2, (2.5)
Repetimos el proceso, haciendo grupos de 4* con esos 36 grupos de 43. Como 36 = 9 x 4,

2354=9x4x4%+3x4°+2=9x4*+3x4%+2 (2.6)

Finalmente, como 9 =2 x 4 + 1 obtenemos
2354=(2x4+1) x4? +3x4°+2=2x4°+1x4" +3x 4% +2 2.7)
que coincide, por supuesto, con la expresion (2.3) obtenida con la primera opcién:

2354 = 2103024.

Aunque ya ha aparecido un par de veces la palabra algoritmo, es el momento de detenerse en
ella un momento y dejar claro qué es un algoritmo.

Segun la RAE, un algoritmo es un “conjunto ordenado y finito de operaciones que permite hallar
la solucién de un problema”. Esta definiciéon puede dar a enteder que estamos hablando solo
de matemadticas, y personalmente prefiero definir algoritmo como “conjunto ordenado y finito
de instrucciones que permite hacer una tarea”. Por tanto, estos son ejemplos de algoritmos:

SEsta igualdad la debéis verbalizar como 2354 son 2 grupos de 4° y sobran 306, y se obtiene de la divisién de
2866 entre 4° = 1024. Es posible que algtin lector tenga aqui alguna dificultad. Dentro de unas paginas llegaremos
a la division, y en ese momento veremos cudl es el origen de esta dificultad, y cémo se puede resolver.
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= las instrucciones para preparar un café con una cafetera concreta.
= sitenemos un conjunto de palabras, las instrucciones para ordenarlas alfabéticamente.

= si tenemos dos nimeros de varias cifras, las instrucciones para calcular su suma.

Un error comun en el debate social, y en los medios de comunicacién, es confundir la pala-
bra “algoritmo” con la palabra “logaritmo”. Los logaritmos tienen que ver con las potencias, se
estudian en secundaria, y no los trataremos en este curso.

Los procedimientos que hemos visto para expresar 2354 en base 4 no son algoritmos, en senti-
do estricto, porque no hemos dado las instrucciones, pero contienen las ideas necesarias para
formalizar los algoritmos correspondientes. Si hacéis una busqueda en internet de un algorit-
mo para resolver este problema, o si habéis estudiado informdtica en secundaria, seguramente
resulte familiar otro algoritmo para hacer este cambio de base, el que se muestra en la figura2.8
Este algoritmo es sencillo de formalizar:

1. Divide el niimero 2354 entre 4. Anota el resto.
2. Toma el cociente de la division anterior, y dividelo entre 4. Anota el resto.

3. Repite el paso 2, hasta que el cociente sea menor que 4.

En la figura he resaltado en azul los restos y el tltimo cociente. Como vemos han aparecido,
de derecha a izquierda, las cifras en base 4 buscadas. ;Por qué funciona este algoritmo? Si se
quiere explicar, se puede hacer a partir de la opcion 2 antes presentada. Pero no lo voy a hacer;
en lugar de ello, creo que es este un buen momento para hacer una primera reflexién sobre qué
tipo de procedimientos son interesantes en la educacién matematica bésica en estos tiempos.

2354 |4 588 | 4 147 |4 36 |4 9|4
35 [588 18 [147 2736 oﬁ 1%
34 28 3

2 0

Figura 2.8: El algoritmo “usual” para el cambio de base.

Los argumentos a favor del algoritmo de la figura es que es “mds rapido”, y “mas facil de apren-
der”. Y estos argumentos son ciertos, sin duda. El problema es que, silo que queremos en algo
répido y facil, hay una alternativa mejor: estira el brazo y coge tu teléfono movil, busca un con-
versor de base, teclea el nimero y mira la respuesta. Este segundo algoritmo es valido (con
ligeras modificaciones) para toda la aritmética, y cada vez para mds tareas, en matematicas y
en otras disciplinas. ;Quiere esto decir que ya no es necesario aprender a sumar, restar, etc? No,
por supuesto que no. Lo que quiere decir es que aprender a sumar, por ejemplo, ya no es un fin
en si mismo. Ser competente con la aritmética bésica, en el sentido de saber calcular los resulta-
dos de sumas, restas, multiplicaciones y divisiones era, hasta hace unas décadas, una habilidad
importante, necesaria en la vida cotidiana y muy valorada en muchas profesiones. Hace afios
que esto ha dejado de ser cierto, y el interés de aprender a calcular se centra ahora en que es
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la mejor forma de entender los nimeros, de adquirir lo que se conoce como sentido numéri-
co. Lo importante es que el objetivo ha cambiado: ya no nos interesa solo el resultado correcto
(si fuera ese el caso, repito, la tecnologia es claramente superior) sino entenderlo que estamos
haciendo, y profundizar en el aprendizaje de la materia en cuestion.

Y esto es asi con muchos procedimientos en matemadticas, y en otras disciplinas, no solo en
la aritmética bésica. Si memorizamos un algoritmo sin entenderlo, con él vamos a ser capaces
de resolver una tarea muy concreta. Esta tarea ya habrd sido resuelta muchas veces y habrd un
dispositivo tecnolégico que lo hard méas rdpido y mejor que nosotros. El valor de este tipo de
aprendizaje es, creo, muy cercano a cero. Porque, ademads, si no entendemos el procedimiento,
en cuanto cambie, aunque sea de forma pequeiia, el planteamiento del problema, no seremos
capaces de adaptar el algoritmo conocido a la nueva situacion. Si, por el contrario, dedicamos la
atencion necesaria a la comprension de los procedimientos, estaremos en mejores condiciones
para adaptar el procedimiento conocido para resolver un problema parecido, pero no igual que
el original.

El pensamiento computacional esta de moda, y proliferan las propuestas para trabajarlo, ya en
la etapa de primaria. Son propuestas interesantes, sin duda. Lo que me gustaria decir es que,
desde mi punto de vista, aprender las matemaéticas de la forma que estamos proponiendo es
una alternativa idonea para poner las bases, ya desde el comienzo de primaria, del desarrollo
de este pensamiento computacional.

2.3. Elsistema de numeracion oral

No voy a detenerme en las reglas para escribir los nimeros “en letra”. En esta pagina de Wikipe-
dia http://goo.gl/X]JiZo podéis encontrar un excelente resumen de las reglas gramaticales para
escribir los nimeros correctamente. En muchos paises se considera que este tema pertenece a
la asignatura de Lengua, lo que no deja de tener sentido.

Sobre cémo leer un niimero como 72080023 002 305 006, dos observaciones:

1. Elestdndarinternacional recomienda eliminar puntos, comasy otros simbolos de la parte
entera de los nimeros. Por supuesto, podemos usarlos cuando los alumnos estdn apren-
diendo a leer nimeros grandes, pero se deben ir eliminando cuando el proceso de apren-
dizaje lo permita. Para facilitar la lectura, dejamos un pequefio espacio cada tres cifras,
como en el ejemplo.

2. Paraleer un nimero como el anterior, es suficiente con agrupar las cifras de seis en seis,
de derecha a izquierda. Asi, el nimero anterior se leeria setenta y dos mil ochenta billones,
veintitres mil dos millones, trescientos cinco mil seis.

En cuanto a los ordinales, es un hecho que estan desapareciendo del lenguaje cotidiano. Cada
vez es mds dificil escuchar, o leer, “se celebra el nonagésimo aniversario de ...”. De nuevo, se trata
de un tema de Lengua, no de Matematicas. Lo que si creo que deberiamos conseguir es que
todos los alumnos, al terminar primaria, usaran la palabra freceavo para hablar de fracciones, y
decimotercero para el ordinal correspondiente.
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2.4. Suma de numeros naturales

Antes de empezar con el estudio de la suma, un comentario sobre los conocimientos previos
necesarios. Para que el alumno pueda entender la operacion de suma, es fundamental que an-
tes haya adquirido el concepto de cantidad. Un posible error en la etapa de educacion infantil
es que se haya memorizado la secuencia numérica, y el alumno “sepa contar hasta cien”, por
ejemplo. También habr4 trabajado la grafia de los nimeros, y reconocera la grafia del nimero
4, por ejemplo. Pero debemos asegurarnos de que también entiende qué significa la cantidad
4, por ejemplo con actividades como la sugerida en la figura[2.9] Este tipo de temas se tratardn
con mds detalle en la asignatura de Did4actica de las Matematicas, y en una futura version de
este texto, en la que se traten los aspectos mas relacionados con la didactica de los contenidos
que estamos estudiando.

Figura 2.9: Rodea los conjuntos que tengan la misma cantidad de puntos.

Como ya hemos dicho, el objetivo de este texto es detenerse en los temas que causan mas di-
ficultades en las aulas, y el concepto de suma no es uno de ellos. Si se quiere definir la suma
de dos numeros a y b, seguramente lo més intuitivo sea recurrir al cardinal de los conjuntos
(el cardinal de un conjunto es simplemente la cantidad de elementos que tiene) y a la unién
de conjuntos: si tenemos un conjunto A que tiene a elementos, y un conjunto B que tiene b
elementos, la suma a + b es simplemente la cantidad de elementos del conjunto AU B, que es
el conjunto que se obtiene al juntar los elementos de A con los de B.

En cuanto a las propiedades de la suma, también son intuitivas y no plantean dificultades en
las aulas:

1. Es una operacion interna, es decir, cuando se suman dos nimeros naturales se obtiene
otro niimero natural.

2. Es conmutativa, es decir, para cualesquiera nimeros ay b se tiene que a+ b = b+ a. En
muchos libros de texto de primaria viene enunciada esta propiedad, con su nombre. Creo
que hay demasiada terminologia poco apropiada para la etapa de primaria. Personal-
mente, eliminaria la palabra “conmutativa” al menos de los primeros cursos de primaria;
lo importante es que los nifios entiendan que para sumar dos niimeros se puede hacer en
cualquier orden, y esto lo entienden sin problemas con las actividades adecuadas.

3. Es asociativa, es decir, si tengo que sumar tres nimeros, puedo sumar primero dos, y
el resultado sumarlo al tercero, y el resultado no depende de qué dos niimeros sume al

principio. Es decir, si a, b y ¢ son nimeros naturales, (a+ b) + ¢ = a+ (b+ ¢).
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2.4.1. Algoritmos de la suma

Cuando los alumnos empiezan 1° de Primaria, lo normal es que sumen contando. Por supuesto,
para ello es un prerrequisito que hayan adquirido de forma adecuada la habilidad de contar
una coleccién de objetos. Es importante dedicar el tiempo necesario al principio del curso para
comprobar el nivel de desarrollo de cada alumno. En la técnica de “sumar contando” se pueden
distinguir dos niveles de desarrollo:

1. en el primer nivel, cuando le presentamos el ejercicio de la figura[2.10, el alumno cuenta
las 6 pelotas de un conjunto, cuenta las 3 pelotas del otro, y cuando le preguntamos cuél
es la suma de 6 y 3 vuelve a empezar a contar, desde el principio.

2. enelsegundo nivel, ya se ha dado cuenta de que es suficiente con empezar a contar desde
6 (en los inicios de este segundo nivel, puede también empezar a contar desde el nimero
mas pequeno).

Es importante que los alumnos tengan la oportunidad de hacer ejercicios como estos contando
fisicamente, con las manos, objetos que tenga en la mesa: garbanzos, palillos, policubos, ... Eso
les ayuda a afianzar el concepto de cantidad, a entender qué ocurre cuando juntamos 6 objetos
con 3 objetos y air desarrollando estrategias para lo que sera el siguiente paso, sumar sin contar.

Una técnica que estd bastante extendida en nuestras aulas, y que no da buenos resultados, es
decirle al nifio algo como “pon el 6 en tu cabeza, y ahora cuenta ..."”. Con esta idea, el 6 es un
ente abstracto, y es mds dificil de identificar con la cantidad 6. Por supuesto, habra alumnos
que aprenderdn a sumar con técnicas como estas, pero para otros serd el momento en que
empezaremos a generar dificultades de aprendizaje. Darles la oportunidad de ver los objetos en
la mesa, y tocarlos, y después representarlos graficamente como en el ejemplo, ayuda a afianzar
el concepto de cantidad, y evita la aparicién de dificultades.

Figura 2.10: Sumar contando, con apoyo visual.

Antes de empezar con los algoritmos para calcular la suma de nimeros “grandes” es funda-
mental que los alumnos desarrollen estrategias para sumar sin contar. En concreto, que sean
capaces de calcular, con soltura, la suma de dos nimeros de un digito. Si un alumno tiene que
calcular una suma de nimeros “grandes” (con el algoritmo tradicional, o con otro alternativo),
y no es capaz de calcular con soltura la suma, por ejemplo, 8 + 6, se produce una sobrecarga
de la memoria de trabajo. La teoria de la carga cognitiva [?] establece que nuestra memoria estd
organizada en una memoria de largo plazo, que estd organizada en lo que los psic6logos llaman
esquemasy una memoria de trabajo, en la que manejamos los nuevos conceptos. No hay limi-
te conocido a la cantidad y complejidad de los esquemas que nuestro cerebro puede manejar.
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Es el conocimiento que tenemos adquirido, y organizado para su uso. En cambio, la memoria
de trabajo puede trabajar con una cantidad limitada de nuevos conceptos. Por eso es tan im-
portante, especialmente en matemadticas, haber asimilado de verdad un tema antes de pasar al
siguiente. Ese tema ya aprendido se organiza en esos esquemas, que podemos usar para tra-
bajar con ellos en el futuro. Si un alumno estad haciendo, por ejemplo, sumas con “llevadas”, y
tiene que usar su memoria de trabajo también para calcular 8 + 6, es muy probable que se pro-
duzca un problema de sobrecarga de la memoria de trabajo, y que aparezcan las dificultades y,
seguramente, los errores.

La solucion de memorizar las “tablas de la suma” no es una buena alternativa. Es mucho mejor
trabajar las sumas de niimeros de un digito, para que los alumnos vayan desarrollando estra-
tegias que les permitan hacer esos célculos de manera que, al final del proceso, esas sumas,
esos “hechos numéricos bésicos”, estén disponibles en memoria. En la asignatura de Didactica
de las Matematicas se verdn algunas de esas actividades. De momento, nos conformamos con
mencionar que la técnica de descomponer niimeros, y completar grupos, es muy Util en esta
etapa. En la figura [2.11) mostramos ejemplos de rejillas numéricas que ayudan a ver como se
pueden hacer grupos de 5, o grupos de IOH En la parte a), si queremos sumar 4 + 3, una opcion
puede ser ayudarnos de los grupos de 5. Completar grupos de 10 es especialmente importante
para el desarrollo de la aritmética. La imagen de la parte b) puede ayudar a ver como completar
10,ypensar8+6=10+4 = 14.

0000

000 0000

e
@0 000

a) b)

Figura 2.11: Uso de rejillas para empezar a sumar sin contar.

Vamos a ver varios algoritmos para calcular la suma de dos nimeros; el primero de ellos, el
tradicional. Para tratar de verlo con los ojos de un nifio que empieza su estudio, vamos a ver
como se suman dos nimeros expresados en base 5. Queremos huir de la mecdnica del “me
llevo una” y entender el significado de lo que estamos haciendo. Insisto en lo ya dicho: calcular
sumas, como objetivo en si mismo, no sirve de gran cosa. Calcular sumas entendiendo lo que
estamos haciendo es un ejercicio perfecto para profundizar en la comprension de la notacion
posicional, seguramente el concepto més importante de la aritmética de los primeros cursos
de primaria.

Queremos calcular la suma

6Esta imagen, y otras que aparecerin mds adelante, estdi hecha con la aplicacién de la pagina
https://www.mathlearningcenter.org. Es una pagina que os recomiendo explorar, tiene muchos recursos intere-
santes disponibles, de uso gratuito.
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2 4 2 3

+1 2 1 45

y en la figura hemos representado los sumandos en la tabla de valor posicional.

grupos de 53 grupos de 57 grupos de 5 unidades
== e
SRERnY
— Y 76
WY
i ERERnY ol
,,,,, @ @

Figura 2.12: Suma en base 5 con tabla de valor posicional.

Procedemos ahora con el algoritmo tradicional, empezando por las unidades. Tenemos un total
de 7 unidades. Como estamos en base 5, con esas 7 unidades podemos hacer un grupo de 5,
y nos quedan 2. Ese grupo de 5 lo “llevamos” a su lugar en la tabla de valor posicional, los
grupos de 5. En lugar de hablar de llevadas, vamos a llamar a este proceso reagrupamiento, ya
que describe mejor lo que estamos haciendo. Este paso esta representado en la figura[2.13]y lo
escribimos con la conocida “llevada” en el algoritmo:

1
2 4 2 3¢

+1 2 1 4(5

2 5
Ahora tenemos un total de 4 grupos de 5, con lo que no necesitamos hacer en esta posicion
ningtin reagrupamiento. Pasamos a los grupos de 5%: como tenemos un total de 6, con 5 de
ellos hacemos un grupo de 5%, como representamos en la ﬁgura (fijate, 5 grupos de 52 son
un grupo de 53; en lenguaje matematico, 5 x 52 = 53). Finalmente, tenemos un total de 4 grupos
de 5%, y hemos terminado la suma:

+1 2 1 4g

41 4 2
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grupos de 53 grupos de 5 grupos de 5 unidades
«
(TI117
. T 7
i/
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g
grupos de 53 grupos de 5 grupos de 5 unidades
=1 T
(TI117
i | e e | CTTTTY
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g

Figura 2.13: El reagrupamiento en las unidades.

En la figura vemos la tabla de valor posicional para la suma 279 + 146. Recomendamos
al lector que haga esta suma, con el algoritmo tradicional, pensando en el significado de los
reagrupamientos necesarios. Para ello nos podemos ayudar de las imédgenes con bloques de
base 10 que se incluyen en el archivo materiales.pdf.
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grupos de 53 grupos de 5 grupos de 5 unidades
Z=1
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grupos de 53 grupos de 5 grupos de 5 unidades
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Figura 2.14: El reagrupamiento en los grupos de 5°.

Un algoritmo alternativo al tradicional, también en colum-
na, y que me parece interesante, es el que se muestra en la
figura de la derecha. La idea es cambiar el orden de la suma,
y empezar por la izquierda. Un alumno que suma de esta
forma estd pensando en la descomposicion 748 = 700 + 40 + 8
y, por tanto, se trata de un algoritmo que trabaja muy bien
la notacion posicional. Otra ventaja que tiene es que esta
muy relacionado con el cdlculo mental, y la estimacién: cuan-
do queremos una aproximacién a la suma de dos ntmeros
“grandes”, lo que hay que hacer es empezar a sumar por las
cifras mas significativas, las de la izquierda. Este algoritmo
se conoce como el algoritmo de las sumas parciales. En esta
pdagina de la Universidad de Chicago se pueden ver (en inglés)
algunos videos donde se presenta este algoritmo, y otros
};% lacios ados; http /leverydaymath. uqmgago edu/teaching-.

amos Alonsg—————Matbmatcas L-MaSsterio-de Educatic
topics/ computatlon/
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grupos de cien grupos de diez unidades
ety
(Frrrrrrety
Gadnaaaaed) 799
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(FITrrrey 999
(FITTrrey

Figura 2.15: Tabla de valor posicional para una suma en base 10.

Otra alternativa que ha ganado presencia en nuestras aulas recientemente son los algoritmos
ABN. El acrénimo proviene de algoritmos Abiertos Basados en Ntimeros. La idea del algoritmo
es sencilla: los sumandos se colocan en columna, y se van pasando unidades de uno al otro (lo
mas eficiente, claro, serd pasar unidades del menor al mayor). Cuando hemos pasado todas las
unidades, en la columna correspondiente aparece la suma de los dos niimeros. En la figura[2.16|
se muestran dos ejemplos del cdlculo de la suma 36 +43, donde hemos ido tomando nota de las
unidades que se pasan en la columna de la izquierda. Son algoritmos abiertos, en el sentido de
que no hay una forma tinica de proceder. Cada alumno, en funcién del grado de desarrollo de su
capacidad de célculo, toma la decision de cudntas unidades pasar en cada etapa. Por tanto, un
simple vistazo a una suma hecha por un alumno usando este algoritmo nos puede dar bastante
informacion sobre la capacidad de célculo del alumno. Se dice que estan basados en niimeros
(tratan al nimero como un todo) en contraposicion a los tradicionales, que trabajan con la ci-
fras. Creo que la escritura no estd del todo estandarizada (se puede argumentar que no hace fal-
ta, por supuesto) y si se buscan ejemplos es posible que no aparezca la columna de la izquierda
del ejemplo, las cantidades que se van pasando. En el blog http://algoritmosabn.blogspot.com/
se puede encontrar més informacion.

36 + 43
Quedan | Suma 36 + 43
36 43 Quedan | Suma
6 30 49 36 43
1 29 50 10 26 53
9 20 59 16 10 69
20 0 79 10 0 79

Figura 2.16: Ejemplos de célculo de la suma 36 + 43 con el algoritmo ABN.
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2.5. Resta de numeros naturales

Restar es intrinsecamente mads dificil que sumar. Y esto se evidencia tanto en la comprension
del concepto como en los algoritmos. Desde el punto de vista matematico, la resta se define a
partir de la suma. En notacion algebraica,

a-b=cea=b+c. (2.8)

El término a se conoce como minuendo, el término b como sustraendo, y c es la diferencia. A
diferencia de la suma, la resta no es una operacion interna en N, es decir, la diferencia de dos
numeros naturales puede no ser un nimero natural (esto ocurre, claro, cuando el sustraendo
es mayor que el minuendo).

La resta nos permite definir un orden en N: diremos que a< bsi b—a e N.

Una pequeiia excursion en la didéctica: la mejor forma de introducir la resta es con la idea de
restar quitando, como se muestra en la figura para 6 —2. De la misma forma que la primera
técnica para sumar es sumar contando, en la resta los alumnos empezaréan a restar contando.

Figura 2.17: Introduccién de la resta: restar quitando.

Para progresar en la comprension de la resta, y en su célculo, es fundamental conectar de ma-
nera adecuada los conceptos de suma y resta, y entender la relacion que hemos formulado en
lenguaje algebraico en la ecuacién (2.8). La mejor forma de hacerlo es usar las descomposicio-
nes numeéricas, que en Singapur usan de manera extensiva y que llaman “number bonds”, que
se estd traduciendo en Espafa como niimeros conectados. En la figura[2.18|a) se puede ver un
ejemplo de como se pueden representar. Este diagrama es una forma muy compacta de repre-
sentar las cuatro sumas y restas que se pueden hacer con los nameros 2, 7 y 9, y que forman
una familia de frases numéricas. Entender estas relaciones es muy util para el célculo. Si tene-
mos que calcular 9 — 7, quitarle 7 unidades a 9, contando hacia atrés, es equivalente a contar
cudnto le falta a 7 para llegar a 9, es decir, contar desde 7 hasta 9. Entender la equivalencia de
estos dos significados de la resta es muy importante.

En la figura[2.19/vemos cémo se puede representar la resta, para conectar las dos formas de res-
tar (contando hacia atras, desde el sustraendo, y contando hacia adelante, desde el minuendo).
Si queremos representar la resta 9—7, podemos quitar las 7 unidades desde 9, como en la figura
a), o podemos quitar las 7 primeras unidades, y las que quedan las calculamos contando desde
7 hasta 9, como en la figura b).
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7
o[ P 74+2-9  9-2-7
toral N 2 247=9  9-T7=2
parte
a) b)

Figura 2.18: Numeros conectados y familias de sumas y restas.

Figura 2.19: a) La resta contando hacia atrds. b) La resta contando hacia adelante.

2.5.1. Algoritmos de laresta

Igual que en el caso de la suma, los alumnos empiezan a restar contando, y es fundamental que,
antes de empezar con los algoritmos tradicionales, desarrollen estrategias para restar sin contar,
al menos con numeros hasta el 18 (dejamos al lector que piense por qué hasta este nlimero).

Lo ideal es plantear actividades para que los alumnos vayan desarrollando técnicas para calcu-
lar estas restas. Veamos tres ideas alternativas para el cdlculo de 14 - 9:

a) si ya se dominan las sumas de nimeros de una cifra, y la relacién entre suma y resta,
podemos usar el hecho de que 9 + 5 = 14 para concluir que 14 -9 =5.

b) podemos descomponer el 9 como 4 y 5, y quitarle al 14 primero 4 y luego 5, es decir,
14-9=14-4-5=10-5=5.

¢) podemos descomponer 14 como 10y 4, y quitarle las 9 unidades al 10. Como 10—-9=1, el
resultado final seria 1+4 =5.

Estas tres ideas son aplicables en general. Para el ejemplo particular de 14 —9 se nos pueden
ocurrir otras alternativas. Por ejemplo, usar la propiedad de compensacion de la resteﬂ para
transformarla en una resta mas facil de calcular. En concreto, su sumamos 1 alos dos términos,
obtenemos 14 —9 = 15— 10 = 5. Naturalmente, cuando estos temas se traten en el aula de 1°
de Primaria se debe hacer con la escritura adecuada, y usando los materiales necesarios pa-
ra que los alumnos entiendan los procedimientos. Estos temas se tratardn en la asignatura de
Did4ctica.

"La propiedad de compensacién dice simplemente que, si sumamos o restamos la misma cantidad a los dos
términos de una resta, el resultado no cambia
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Para el algoritmo tradicional de la resta, la dificultad principal consiste en como organizar las
conocidas como “llevadas”. Un primer ejemplo sencillo puede ser el célculo de 56 — 29:

5 6
-2 9

Lo tradicional en Espafia ha sido verbalizar esta cuenta de la siguiente forma: “del 9 al 16 van 7,
y me llevo una ...” (que luego se suma al 2 de las decenas del sustraendo). Es evidente que esto
no es una buena alternativa si queremos que los alumnos entiendan lo que estamos haciendo.
316? Yo veo un 6, ;donde estd el 16?2 ;Qué me llevo? ;A donde?

Antes de proponer una alternativa que me parece mdas adecuada si lo que nos interesa es la
comprension, veamos por qué funciona esta forma de restar. Lo que estamos haciendo es usar
la propiedad de compensacion de la resta, afiadiendo a los dos términos 10 unidades. Pero estas
10 unidades las afiadimos en las unidades del minuendo, y como una decena en el sustraendo.
Es decir, en lugar de hacer la resta 56 — 29, estamos calculando “cincuenta y dieciséis” menos
treinta y nueve:

5 6 5 16

Esta idea no es fécil de transmitir a los alumnos de 1° de Primaria, y a continuacién vamos a ver
una alternativa, que es la mas utilizada a nivel internacional, y que ya aparece en varios de los
libros de texto que se usan en nuestras aulas en los primeros curso

El procedimiento esta representado con todo detalle en las tablas de notacion posicional de la
figura[2.20} y se puede verbalizar de esta forma:

= Como de 6 unidades no podemos quitar 9, lo que hacemos es tomar un grupo de diez
(decena) del minuendo, y desagruparlo en sus 10 unidades. Es decir, en lugar de la des-
composicion habitual 56 = 50 + 6, estamos considerando la descomposicion 56 = 40 + 16.

= Ahora, de 16 unidades ya podemos quitar 9, y nos quedan 7. Por ultimo, de 4 decenas
quitamos 2 y nos quedan 2, con lo que obtenemos el resultado final: 27.

Igual que hicimos en el caso de la suma, una buena forma de comprobar que hemos entendido
bien el funcionamiento del algoritmo es reproducirlo en otra base distinta a la usual. Este es el
objetivo del siguiente ejercicio, que estd resuelto en detalle en el capitulo de ejercicios resueltos.
Recuerda: es muy importante que, antes de ver la solucion, le dediques un tiempo de trabajo,
bien individual o bien con algiin compafiero.

3 1 26

Ejercicio 2.3. Calcula ~1 4 3g

representando los reagrupamientos necesarios en tablas de valor posicional y explicaindolos
con detalle. Puedes ayudarte para ello con los bloques de base 5 que puedes encontrar en el
archivo materiales.pdfi

8De manera sorprendente, algunas editoriales presentan este algoritmo en 1° y 2° de Primaria, y vuelven al
tradicional a partir de 3°.
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Figura 2.20: Resta con reagrupamiento.
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Para terminar con el algoritmo tradicional de la resta, un ejercicio propuesto donde nos en-
contraremos con una pequeia dificultad a la hora de hacer los reagrupamientos necesarios: si
cuando necesitamos desagrupar una decena en diez unidades, no hay decenas en el minuendo,
lo que debemos hacer es recurrir a las centenas, y asi sucesivamente. Recuerda, no se trata de
que memorices la mecénica, sino de que seas capaz de explicar con detalle los diferentes pasos.

Ejercicio 2.4. Calcula

7 3 0 2 6 7 0 5

V4 96 5 DY 1 3 4 7

También para la resta se puede pensar en un algoritmo analogo
al de las sumas parciales, como el que se muestra en la imagen
de la derecha. Pero este algoritmo tiene un problema que, des-
de mi punto de vista, poco adecuado para ser usado en prima-
ria, porque no es sencillo evitar la aparicion de la aritmética de
numeros enteros: cuando restamos 30 menos 80, nos aparece
—50.

En cuanto a los algoritmos ABN para la resta, existen varias alternativas, que reflejan las di-
ferentes interpretaciones de la resta. Nos quedamos con las dos que corresponden a las mas
significativas, y que se muestran en la figura[2.21] En el caso a), vamos quitando de los dos tér-
minos. Cuando hemos quitado todo el sustraendo, en el minuendo nos aparece la diferencia
(tenemos aqui de nuevo la propiedad de compensacion de la resta). En la alternativa b), vamos
anadiendo al sustraendo, hasta llegar al minuendo. En este caso, la diferencia es el total que
hemos afadido, y se obtiene sumando lo que hemos afiadido en las diferentes etapas.

437 — 248 437 — 248
Quito | Quedan | Restan Tengo | Pongo
8 240 429 260 12
29 211 400 360 100
100 111 300 400 40
11 100 289 430 30
100 0 189 437 |+ 7
189

Figura 2.21: Ejemplos de algoritmos ABN para la resta.

2.6. Lamultiplicacion

La multiplicacién es una operacién que puede tener varios significados. Vamos a revisarlos,
ordendandolos por su complejidad, que seguramente debe coincidir con el orden en que estos
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significados se presentan a los alumnos a lo largo de la primaria.

1. La multiplicacién como suma repetida.

Si tenemos que contar una coleccién de objetos que estdn distribuidos en grupos iguales,
nos encontramos con sumas de términos iguales, como las que aparecen en la figura[2.22]
Surge entonces de manera natural la conveniencia de abreviar esas sumas de sumandos
repetidos. Obsérvese que en estos ejemplos la expresion 4 x 5 se lee “4 grupos de 5” o “4
veces 5”.

Es el significado mds intuitivo de la multiplicacién, y por tanto el mas adecuado para
introducir esta operaciéon en los primeros cursos de primaria. Trataremos el tema de las
tablas de multiplicar un poco mads adelante, pero quiero mencionar ya que verbalizar la
multiplicacién como “veces” hace que nos tengamos que replantear el tema de las tablas
de multiplicar, tal y como se han aprendido tradicionalmente en nuestro pais.

4 4 _J _J
<° <° <2 <2
~_ -  ~_ ~_ - ~_

4+44+4 5+95+5+5
3 grupos de 4 4 grupos de 5
3 veces 4 4 veces 5
3 x4 4x5

Figura 2.22: La multiplicacién como suma repetida.

2. El modelo de area.

Es también muy intuitivo, y serd ttil, en particular, para mostrar propiedades de la mul-
tiplicacién. Se puede introducir también como una forma de contar objetos que estdn
organizados en filas y columnas. Otra observaciéon que hace muy ttil este modelo es que
conecta la aritmética con la idea de 4rea, en geometria. A veces, los alumnos no tienen
una idea clara de qué significa el drea de una figura, mas alld del “nimero que obtengo
cuando aplico alguna férmula determinada”. La mejor forma de trabajar para que esto no
ocurra es ver, desde el principio, que el drea de un rectdngulo no es mds que la cantidad de
cuadrados (unitarios) que contiene, como se muestra en la figura[2.23]a. Mas adelante, se
puede abstraer y ya no serd necesario mostrar explicitamente esos cuadrados unitarios,
como en la parte b) de la figura.

3. Modelo de proporcionalidad, escalado, “multiplicado por”.

Cuando leemos la expresion 2 x 3 como “dos por tres”, como tradicionalmente se hace en
Espafia, lo que estamos diciendo proviene de abreviar la expresion “dos multiplicado por
tres”, y esto significa que tomamos el 2, y lo repetimos 3 veces. Obsérvese, por tanto, que
el significado de 2 x 3 cambia en funcién de si verbalizamos el aspa de la multiplicacién
como “veces” o como “por”. Por supuesto, el resultado es el mismo en ambos caso, gracias
ala propiedad conmutativa, pero el significado es distinto, 343 en el primer casoy 2+2+2
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a) b)

Figura 2.23: El modelo de drea de la multiplicacion.

en el segundo. Es importante tener esto en cuenta cuando trabajamos la multiplicacion,
para evitar confusiones.

Este significado de “multiplicado por” (y la terminologia asociada, de multiplicando y
multiplicador) es claramente menos intuitivo que la lectura “veces”, y por tanto me pare-
ce menos adecuado para introducir la multiplicacion. Pero es importante trabajarlo tam-
bién, sobre todo porque ayuda a conectar la multiplicacién con su operacion inversa, la
division: multiplicar por 3 es la operacién inversa de dividir entre 3.

4. Modelo combinatorio.

Supongamos que nos planteamos el siguiente problema: si tengo 3 pantalones y 4 cami-
setas, ;de cudntas formas distintas puedo vestirme?

Este es un problema que se puede plantear a alumnos incluso en 1° de Primaria, con la
ayuda adecuada, que pueden ser simplemente 3 pantalones y 4 camisetas, de diferentes
colores. Por simple exploracion podran llegar a encontrar las 12 posibles combinaciones.
Este tipo de problemas son también muy adecuados para introducir la importancia de ra-
zonar de manera sistemdtica. Si no organizamos el razonamiento, es muy facil que nos ol-
videmos alguna posibilidad. Una forma de organizar la informacién de este problema es
una tabla de doble entrada, que ya conocen los alumnos de la etapa de Educacién Infan-
til. Sin embargo, la tabla tiene una limitacion: ;qué ocurriria si al problema le afiadimos
la posibilidad de completar el vestuario con dos gorras diferentes?

Una alternativa a las tablas son los drboles, como el de la figura[2.24] En el drbol vemos
las tres opciones para el pantalén y, para cada una de ellas, las cuatro opciones para la
camiseta. Tenemos por tanto 12 posibilidades para el problema original. Seria sencillo
anadir otro nivel mas, para representar las dos alternativas para la gorra que tenemos en
el problema ampliado. Esto hace que, en esta segunda version del problema, tengamos un
total de 24 atuendos posibles. Los drboles son estructuras mas abstractas que las tablas,
y no creo que sean adecuadas para los primeros cursos de primaria. Pero si seria bueno
introducirlos en los tltimos cursos de primaria, con ejemplos como este, porque son una
herramienta muy potente de organizar la informacion y seran muy ttiles en secundaria,
por ejemplo en el estudio de la probabilidad.

Aunque este modelo aparece en el curriculo de primaria (de forma un poco criptica, se
habla de “ley del producto”) se trabaja muy poco en nuestras aulas.
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Figura 2.24: Arbol para el modelo combinatorio de la multiplicacién.

2.6.1. Propiedades de la multiplicacién

= La propiedad conmutativa de la multiplicacion la tenemos tan asumida que es posible
que no nos demos cuenta de que no es, en principio, nada intuitiva. Es importante darse
cuenta de que la situacién es muy diferente a la que vimos con la conmutatividad de
la suma: esta propiedad en la suma es inmediata, los alumnos la descubren sin ningtun
problema. En el caso de la multiplicacion, sile planteamos a un alumno de 1° el problema

“Alicia tiene 4 bolsas con 7 caramelos en cada una. Benito tiene 7 bolsas con 4 caramelos
en cadauna. ;Quién tiene méas caramelos?”

con toda probabilidad lo que hard serd hacer las sumas correspondientes, para darse
cuenta de que en ambos casos la cantidad es la misma. Aunque sepa escribir la suma
repetida en términos de multiplicacién, con “veces”, como en la figura[2.25esto no le da-
rd ninguna indicacion para darse cuenta de la respuesta.

El modelo de drea es la mejor herramienta para darnos cuenta de que la multiplicacion es
conmutativa, ya que “4 veces 7” corresponde a contar los cuadrados de la figura f:modelo-
area.a) por filas, mientras que “7 veces 4” corresponde a contar los mismos cuadrados por
columnas. Esto mismo se puede hacer organizando colecciones de objetos en disposicio-
nes de mallado, ordenadas en filas y columnas.

Es necesario trabajar la propiedad conmutativa pronto, ya que es una herramienta im-
portante para el estudio de la multiplicacion.

OO o oO o oO o) oO o
o ° °, o, 4dveces 7 < 4x7
o) o) o o

DE@EEEE et o 7

Figura 2.25: Propiedad conmutativa de la multiplicacion: situacién inicial.

» La propiedad asociativa dice que, para multiplicar tres nimeros, podemos hacer primero
la multiplicacion que queramos. En lenguaje algebraico, si a, b y ¢ son nimeros cuales-
quiera, entonces a x (b x ¢) = (a x b) x c.
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La propiedad asociativa es menos importante que la conmutativa, y su estudio se puede
retrasar hasta los altimos cursos de primaria, cuando aparece el tema de los paréntesis y
el orden de operaciones.

La geometria es de nuevo la mejor forma de justificar esta propiedad. En la figura [2.26]
vemos como los dos términos de la igualdad 2 x (3 x5) = (2 x 3) x 5 corresponden a contar
los cubos de la figura de dos formas distintas.

5

2x(3x5)=(2x3)x5

Figura 2.26: Propiedad asociativa: contando cubos.

= Hasta ahora hemos visto propiedades de la suma, por un lado, y de la multiplicacion,
por otro. La propiedad distributiva conecta la multiplicacién con la suma; en lenguaje
algebraico, si a, b y ¢ son nimeros cualesquiera, entonces a x (b + ¢) = (a x b) + (a x ¢).

Esta propiedad se estudia en Primaria usando diagramas en arbol, del estilo del que se
muestra en la figura[2.27] No me parece una buena opcién. Por un lado, vista asf se trata
de una propiedad superflua: ;para qué desarrollar la expresion de la derecha, si podemos
simplemente hacer primer la cuenta 3 + 5 = 8. Por otro, y mds importante, esta forma
de escribir los cdlculos dificulta el paso a secundaria, donde la propiedad distributiva es
fundamental en el dlgebra, y donde las expresiones se deben escribir en fila, igual que en
la escritura ordinaria.

7\><(3/+5) - 7><\3+7><5
7x8 21 435
) \

Figura 2.27: Propiedad distributiva: diagrama en arbol.

La propiedad distributiva es sin duda la mds complicada de las propiedades que hemos
visto hasta ahora y quiza algtn lector esté pensando que lo mejor seria posponer su estu-
dio hasta cuando “realmente hace falta”, que es en el 4dlgebra de secundaria, cuando hay
que “quitar paréntesis” en una expresién como 2(x + 3). Nada mads lejos de la realidad:
la propiedad distributiva es esencial para avanzar en el estudio de la multiplicacién, y es
la base de cualquier algoritmo para multiplicar. También es fundamental para el célculo
mental con multiplicaciones.
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Pensar en términos de “veces” hace la propiedad distributiva mucho mads accesible: si
decimos que “17 veces 6 es lo mismo que 10 veces 6 mas 7 veces 6”, no estamos sino ex-
presando la propiedad distributiva, descomponiendo el 17 como 10+7. El modelo de drea
es un excelente recurso para visualizar esta propiedad, como se muestra en la figura[2.28

17

17x6=(10+7)x6=10x6+7x 6
6x17T=6x(10+7)=6x10+6x7

10 7
Figura 2.28: Propiedad distributiva: modelo de area.

A Un error comun es confundir las propiedades asociativa y distributiva, en una expresion
como 10x(7x4) yescribirla como 10x7x10x4. No hay mds que hacer la cuenta correspondiente
para darse cuenta de que en la segunda expresion estamos multiplicando por 10 dos veces. rinde

A

2.6.2. Algoritmos de la multiplicacién

La propiedad distributiva es la base de nuestro algoritmo tradicional para multiplicar. La mejor
forma de entenderlo puede ser considerar la multiplicaciéon 17 x 6 = (10 + 7) x 6. Si escribimos
los dos productos, nos queda lo siguiente:

7

x 6
4 2
+ 6 0
1 0 2

Este algoritmo se conoce como el algoritmo de productos parcialesy puede ser una buena forma
de introducir nuestro algoritmo tradicional, para hacerlo mas facil de entender. Para pasar de
esta escritura a la tradicional, solo es necesario “llevarse” las 4 decenas del 42 y sumarlas a la
multiplicaciéon de 10 x 6.

Si queremos multiplicar dos nimeros de dos cifras, la idea es la misma, aunque por supuesto
el algoritmo resulta un poco maés largo. La idea para multiplicar 87 x 25 es usar la propiedad
distributiva descomponiendo los nimeros: 87 x 25 = (80+7) x (20+5). El modelo de areas es, me
parece, la mejor forma de ver como se obtienen los 4 términos del desarrollo de ese producto.
En la figura[2.29podemos ver el modelo y el algoritmo de productos parciales completo.

Una de las ventajas del modelo de drea es que resulta ttil también en secundaria, para entender
en el dlgebra en desarrollo del producto (2x +7)(x +5) (figura2.30la) o el cuadrado del binomio

(a+ b)? (figural2.30/b).

Nuestro algoritmo tradicional se puede obtener comprimiendo el algoritmo de los productos
parciales:
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5 7 < 50 7>
X 2 5
3 5
2 50 20 1000 140
1 4 0
+ 1 0 0 O
1 4 2 5 5, 250 35

Figura 2.29: Modelo de area y algoritmo de productos parciales.

I b ab b?
"E T

a a? ab
: |

<« g —>< ) >

a) b)

Figura 2.30: Modelo de dreay la propiedad distributiva en el dlgebra.

8

x 2
4 3 5
+ 1 7 4 |0]
2 1 7 5

Un comentario sobre el 0 recuadrado en rojo: lo tradicional en Espafa es dejar el hueco vacio,
;por qué? Es un hueco que se convierte en una de las fuentes de errores mds comunes al hacer
multiplicaciones. Me parece mucho mds recomendable escribir ese 0, lo que ayuda ademads a
recordarnos que, en realidad, estamos multiplicando 7 por 20, no por 2.

Llegados a este punto, merece la pena detenerse un momento a contemplar la potencia de este
algoritmo: la notacién posicional, junto con la propiedad distributiva, nos permiten reducir
cualquier multiplicacién a la multiplicacién de nimeros de una cifra (las tablas de multiplicar)
y unas cuantas sumas.

Antes de pasar a considerar algtn algoritmo alternativo, un ejercicio cuyo objetivo es entender
el por qué de algunos hechos de sobras conocidos por todos. La respuesta estd en el capitulo
de soluciones. Insisto en lo importante que es que el lector le dedique previamente tiempo a
pensar por sus medios la respuesta.

Ejercicio 2.5. Explica, recurriendo a las propiedades basicas de la multiplicacion, estas propie-
dades:

1. Para multiplicar cualquier niimero por 10, es suficiente con afiadir un 0.

Pedro Ramos Alonso Matematicas I. Magisterio de Educacién Primaria. Universidad de Alcala



Los ntimeros naturales 34

2. Para multiplicar cualquier nimero por la unidad seguida de ceros, es suficiente afadir el
numero de ceros correspondiente.

3. Si tengo que multiplicar un nimero que termina en uno o més ceros, por otro, puedo
olvidarme de los ceros, hacer la multiplicacion, y luego afadirlos. Por ejemplo, 400 x 8 =
3200.

El algoritmo ABN para la multiplicacién consiste simplemente en organizar en una tabla los
productos que aparecen en el algoritmo de los productos parciales que hemos expuesto. No
me parece que esta forma de organizar los calculos tenga ninguna ventaja sobre la anterior.
En el siguiente ejemplo queremos calcular el producto 285 x 74. En la primera columna est4 la
descomposicion del primer factor, en la primera fila la descomposicién del segundo. En las co-
lumnas 2 y 3 aparecen los productos parciales. Finalmente, la columna 4 se usa para ir sumando
los productos parciales de las columnas 2 y 3, y la suma total aparece en la columna 5.

70 4
200 | 14000 | 800 | 14800
80 | 5600 | 320 | 5920 | 20720
5 350 | 20 370 | 21090

2.7. Ladivision

El gran problema con la divisién es que, quiza por ser el algoritmo més complicado, en las aulas
se suele dedicar casi todo el tiempo al estudio del procedimiento, y no se le dedica el tiempo
necesario a entender el significado de la division. Siempre se dice que “dividir es repartir”, y
desde luego uno de los sentidos de la division es el del reparto en grupos iguales. Pero la divi-
sién también tiene otro significado que no se suele trabajar, al menos de forma sistemadtica, en
nuestras aulas.

Consideremos los siguientes problemas:

Problema 1: Alicia lleva 20 caramelos al colegio, y los quiere repartir (por igual) entre 4 amigas.
;Cudntos caramelos le tiene que dar a cada amiga?

Problema 2: Benito tiene 24 caramelos y quiere hacer bolsas con 4 caramelos cada una. ;Cuan-
tas bolsas podrd preparar?

El segundo problema no se corresponde a un reparto, sino que el objetivo es saber cuantos
grupos (de tamafno conocido) hay. En el reparto conocemos el nimero de grupos, y queremos
saber cudntos elementos hay en cada grupo. En el segundo sentido, sabemos el niimero de ele-
mentos de cada grupo, y queremos saber cudntos grupos hay. Claramente, los dos problemas
corresponden a una division. La divisién del primer problema es la de reparto, o division parti-
tiva; 1a segunda tiene el sentido de agrupar, y se conoce también como division cuotativa.

Hay varias diferencias importantes entre los dos tipos de division. Estas me parecen las mads
importantes:

1. Supongamos que Alicia y Benito son nifios que estan empezando 1° de Primaria, y que
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no han oido hablar de la divisién. ;C6mo afrontarian la tarea?

Lo que haria Alicia, seguramente, es dar caramelos por rondas, uno a cada amiga. Al final,
podria comprobar que a cada amiga le ha dado 5 caramelos.

En cambio, lo que haria Benito es empezar a hacer grupos de 4 caramelos, para compro-
bar que al terminar el sexto montén se ha quedado sin caramelos.

2. Enel caso deladivisién de reparto, las unidades del resultado (el cociente) son las mismas
que las del dato original (el dividendo). Alicia tenia 20 caramelosy a cada amiga le tocan
5 caramelos

En el caso de la division de agrupar, o cuotativa, las unidades son distintas. Benito tenia
24 caramelos con los que ha podido preparar 6 bolsas.

3. En el caso del reparto, el divisor (aquello entre lo que repartimos) es siempre un namero
natural, no podemos repartir entre “2/3 de amigos. No ocurre lo mismo con la division
cuotativa. El problema

Tengo 61 de agua, ;cudntas botellas de 2 1 puedo rellenar?
se puede generalizar sin problemas a este otro:
Tengo 6 1 de agua, ;cudntas botellas de 2/3 1 puedo rellenar?

Como veremos en el estudio de las fracciones, el hecho de no trabajar de forma adecuada
este segundo significado de la division puede ser una de las razones por las que dividir
entre una fraccion es una operacion cuya comprension plantea dificultades notables.

La definicion formal de la operacién de divisién se hace en términos de la multiplicacion: si a,
by c son nameros naturales, diremos queﬁ]

a+-b=csia=bxec. 2.9

Obsérvese que en este momento estamos definiendo la divisién “exacta”, sin resto. El término
a es el dividendo, b €l divisory c el cociente. Obsérvese que los papeles de divisor y cociente,
que corresponden al namero de grupos y al tamafo de cada grupo, son intercambiables en las
divisiones exactas: 28 +7 =4 << 28+4 = 7. Esto hace que sea especialmente importante
verbalizar adecuadamente las soluciones de los problemas en los primeros ejemplos de tareas
de division. El cdlculo de divisiones se basa en la multiplicacion; por tanto, es fundamental
comprobar que se domina lo suficiente la multiplicaciéon antes de avanzar en el calculo de di-
visiones. En la figura[2.31] se muestra un ejemplo que se puede usar para mostrar esta relacién
entre multiplicacion y division.

”

9Existen dos signos para denotar la divisién, “+” y “”. En nuestros libros de texto se suele usar el segundo,
pero el primero es el més extendido a nivel internacional. Mi objetivo es que estemos familiarizados con los dos.

D

Obsérvese que el primero, “+”, muestra la relacién de la divisién con el concepto de fraccién.
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Ky 3x5=15 15+3=5

5x3=15 15+5=3

Figura 2.31: Familia de multiplicaciones y divisiones.

El 0 suele crear problemas en la divisién, y no es raro ver alumnos que se bloquean si se les
pide calcular 0 + 5. Se puede recurrir a la idea de reparto, por mds que sea un reparto “triste”:
si no tengo caramelos, y los quiero repartir entre 5 amigos, ;cudntos caramelos le tocan a cada
amigo? Otra opcion es recurrir a la definiciéon de divisién, en relacién con la multiplicacion,
dada por la expresion (2.9): 0+5 = 0 ya que 5 x 0 = 0. Por tanto, aunque el 0 no sea un niimero
natural, la definicién de también es valida cuando el dividendo es 0.

La situacion es diferente cuando el 0 aparece como divisor. Es claro que a la operacién 5+ 0 no
se le puede dar sentido de reparto, ni de hacer grupos. Pero la situacién es todavia peor: no es
posible definir un resultado para esta operacion, si queremos que la relaciéon (2.9) siga siendo
cierta, es decir, no hay forma de rellenar el cuadrado en esta expresion

5+0=] | <~ o0x[ |=5

Si el dividendo también es 0 la situacién es un poco distinta. La situacion seria esta:

0+0=] | — o0x[ |=0

En este caso, cualquier ntimero vale para la segunda igualdad, y esto quiere decir que cualquier
numero nos podria servir como resultado de la operacion 0 + 0, y esto es igual de inutil que la
no existencia de solucién que veiamos en el primer caso. Por tanto, el divisor nunca puede ser
0.

2.7.1. Ladivision con resto

Si queremos repartir 19 caramelos entre 5 amigos, cuando le hemos dado 3 caramelos a ca-
da uno, nos sobran 4, y no podemos seguir con el reparto (estamos asumiendo, claro, que los
caramelos no se pueden partir, y que queremos darle la misma cantidad de caramelos a cada
amigo).

En general, tenemos un numero D, el dividendo, y otro nimero d el divisor. La operacion de
dividir consiste en encontrar los niimeros g, el cociente, y r, el resto, para los que se cumple que

D=qgxd+r y 0=<r<d. (2.10)
Dos observaciones antes de continuar:

= Es importante darse cuenta de que la divisién con resto es una operacion distinta de la
divisién exacta definida en el apartado anterior (aunque, por supuesto, coinciden cuan-
do el resto es 0). La division (exacta) entre nimeros naturales solo esta definida cuando
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el cociente es exacto. La divisién con resto estd definida para cualquier par de nimeros
naturales, dividendo y divisor.

= La operacién estd bien definida, en el sentido de que hay unos tinicos valores que hacen
cierta la expresion (2.10). Para convencerse de esto, lo que hay que hacer es darse cuenta
de que estamos considerando multiplos del divisor, y nos quedamos con el tltimo que
no es mayor que el dividendo. Si tenemos que g x d < Dy que (g + 1) x d > D entonces se
tiene que r = D — g x d < d (en la figura[2.32)mostramos la idea).

d d
T
(c—1)xd exd T D (c+1)xd

Figura 2.32: Definicién de divisién con resto.

Obsérvese que estoy escribiendo g y d en un orden distinto al habitual. Esto corresponde a in-
terpretar el signo x como “veces”, y es importante, ya que, aunque el papel de divisor y cociente
era simétrico en las divisiones exactas, esto ya no es asi en las divisiones con resto. Considere-
mos la siguiente expresion:

19=3x5+4. (2.11)

La igualdad numérica es cierta, claramente. Sin embargo, solo es correcta como divisién cuan-
do el divisor es el 5. Si el divisor fuera el 3, y estuviéramos repartiendo entre 3, el resto no podria
ser 4, ya que podriamos proseguir con el reparto. En concreto, la expresiéon andloga para la di-
visién de 19 entre 3 es

19=6x3+1. (2.12)

Una forma de evitar esta confusién seria una notacién que aclarara cuéles son el cociente y
el resto de una division. Resulta muy llamativo que en Espafia no usamos ninguna notacion
para esto. Parece que no podemos concebir la division sin su algoritmo, y la famosa “cajita”. La
notacion internacional es la siguiente (escribo las dos divisiones anteriores):

a) 19+5=3R4 b) 19+3=6R1 (2.13)

Para el caso a), leeremos “si dividimos 19 entre 5, el cociente es 3y el resto es 4”.

Es importante trabajar problemas en situaciones variadas, que vayan mds all4 de la tipica in-
terpretacion de reparto, con la respuesta “tocan a ..., y sobran ...”, en los que el cociente es casi
siempre la respuesta. Hay indicios de que nuestros alumnos estdn demasiado acostumbrados a
considerar el cociente como la respuesta de los problemas de division. Por ejemplo, el estudio
TIMSS 2011 incluia el siguiente problema:

Luis necesita 37 litros de pintura para pintar una habitacién, y la pintura se vende en
latas de 5 litros. ;Cudntas latas tiene que comprar?
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Solo el 36% de nuestros alumnos de 4° de Primaria dieron la respuesta correcta, 8 latas. La
media de respuestas correctas a este problema en el estudio fue del 44 %, pero hay varios paises
donde la media de aciertos es muy superior. Holanda, con su matemditica realista alcanza un
74 %.

En el ejemplo de la figura f:sobra-uno (que se puede ver en [?]) un alumno razona de manera
correcta, pero interpreta mal el resultado final.

II) Para celebrar mi cumpleafios nos vamos de excursion al zoo, queremos ir
17 amigos, nos llevardn nuestras mamds en sus coches con asientos para
cuatro de nosotros, ¢cudntos coches serdn necesarios para tramportdmos'?

Se necesré?ﬂq cGCHES _ o PN ST
a me ‘30!3(3 Via TRaYe) )

e 5

Figura 2.33: Ejemplo de interpretacién incorrecta del resultado.

El siguiente es otro problema “de divisién” con una situacién distinta. La solucién esta en el
capitulo de ejercicios resueltos. Piénsalo unos minutos antes de mirar la respuesta.

Ejercicio 2.6. Un astronauta empez0 su viaje un martes a las 9 de la mafana. Si el viaje dur6
281 horas, ;qué dia de la semanay a qué hora aterriz6?

La definiciéon de divisién dada por la expresion (conocida muchas veces como “prueba
de la divisi6n”) deberia estar mds presente en el aprendizaje. Resulta ttil en situaciones muy
variadas. Veamos algunos ejercicios:

Ejercicio 2.7. Supongamos que el dividendo y el divisor se multiplican (o se dividen) por el
mismo numero. ;Qué les ocurre al cociente y al resto?

Vamos a ver primero un ejemplo, ya que es suficiente para ver la idea y nos evita un algebra
innecesaria. Si sabemos que 19 +5 = 3 R4, ;qué ocurre con la divisiéon 190 + 50?

La expresion 19 +5 =3 R4 es equivalente a 19 = 3 x 5 + 4. Si ahora multiplicamos por 10 los dos
términos de esta igualdad, obtenemos 190 = 3 x 50 + 40, es decir, 190 + 50 = 3 R40.

Para el caso general, si tenemos un dividendo D’ = k x D y un divisor d’' = k x d, al multiplicar
por k los dos miembros de la igualdad

=gxd+r
obtenemos
kxD=gqgx(kxd)+(kxr),
es decir, el cociente no cambia, y el resto queda multiplicado por k. O

Ejercicio 2.8. Encuentra nameros de 4 cifras que tengan resto 17 al dividirlos entre 28.
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En este caso vamos a conformarnos con una indicacién: los ntimeros que tienen resto 17 al
dividirlos entre 28 se obtienen de la expresiéon N = g x 28 + 17. &

Para terminar esta seccion, dos ultimos ejercicios, cuya respuesta se puede encontrar en el ca-
pitulo final.

Ejercicio 2.9. En una divisién sabemos que resto es 15y el cociente 37, y sabemos ademads que
el dividendo es menor que 650. ;Cudles pueden ser el dividendo y el divisor?

Ejercicio 2.10. Usa la igualdad 65 x 328 = 21320 para calcular el cociente y el resto de dividir
213301 entre 65.

Indicacién: averigua qué operaciones hay que hacerle al niimero 21320 para obtener 213301.
Luego, considera estas operaciones en la expresion|2.10

2.7.2. Algoritmos de la divisién

El algoritmo de la divisién es el mas complicado de la aritmética de primaria, le estamos dedi-
cando muchas horas y, lo que me parece mas preocupante, es fuente de frustracion y de dis-
tanciamiento de las matemadticas para muchos de nuestros nifios. Todos conocemos la forma
de organizar los cdlculos tradicional en Espafa, que en un primer caso sencillo como 19 +5 es
esta:

195
153
4

Las dificultades suelen aparecer cuando los ntimeros crecen. Consideremos, por ejemplo, la
division 1948+ 5. ;Como la verbalizamos? Lo tradicional es hablar de “19 dividido entre 5”. Pero,
319 qué? La otra dificultad es la costumbre de no escribir las restas, y llegar a la escritura de la
divisién que se muestra a la izquierda:

19485
19485 l%4 389
44 [389 -
48 40
3 48
45
3

La costumbre generalizada en Espafia es no escribir las restas, y por alguna razc’)rmla idea mas
extendida es que escribir las restas es para los “torpes con las matematicas”. Esto es un hecho
cultural, en el que ademds estamos en clara minoria si miramos al resto del mundo: los anglo-
sajones (con su “long division”, los asiaticos, centroeuropa), en todas partes escriben las restas
al hacer las divisiones. Solo en algunos otros paises hispanohablantes he visto que también la
quitan.

He escuchado dos argumentos distintos a favor de quitar las restas:

19(que he tratado de averiguar, sin éxito)
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= Se hace célculo mental. Es cierto, pero creo que el cdlculo mental es interesante en tanto
que célculo pensado, es decir, calculo que se hace de forma reflexiva, entendiendo lo que
estamos haciendo. En este caso, el cdlculo que hacemos al no escribir las restas, lleva a lo
opuesto: a dificultar la comprensioén de lo que estamos haciendo.

= El ahorro de espacio/papel. También es cierto, desde luego, pero también me parece un
motivo cuestionable. Es verdad que una division como las que todavia estdn incluidas en
nuestro curriculo de primaria (dividendos de hasta 6 cifras y divisores de hasta 3 cifras) es-
crita completa, con las restas, lleva bastante espacio. Pero hay una solucién mejor: poner
divisiones mads cortas. Creo que tenemos pendiente el debate sobre el valor pedagégico
de hacer divisiones con divisores de mds de una cifra (estas divisiones han desaparecido
del curriculo de primaria de muchos paises, entre ellos, Finlandia y Singapur). En todo
caso, creo que seria suficiente limitarnos, por ejemplo, a dividendos de hasta 4 cifras y
divisores de hasta 2 cifras.

Obligar a nuestros alumnos de final de primaria a hacer divisiones como esta (en su ver-
sién sin restas, o con restas)

869534435
435 1998
869534 |435 4345
4345 1998 3915
4303 4303
3884 3915
404 3884
3480
404

tiene poco sentido en estos tiempos, porque no aporta conocimiento matemadtico util.
Estamos desperdiciando ese tiempo de ensefianza siempre escaso y, todavia mas impor-
tante, estamos proponiendo tareas que solo transmiten la imagen de las matematicas
como algo inutil y aburrido.

Los argumentos a favor de escribir las restas me parecen decisivos:

= El algoritmo es mads fécil (tanto de entender, como de ejecutar) cuando se escriben las
restas.

= Esmads fécil de transferir a otras situaciones, como la divisién de polinomios en secunda-
ria, donde se escriben los restos.

Un algoritmo alternativo para la division que me parece especialmente interesante es el algorit-
mo de los cocientes parciales, conocido también como division de Brousseau, que se muestra en
la figura[2.34] La idea del algoritmo es muy sencilla: en el ejemplo queremos calcular 427/15. Lo
que se hace es buscar un multiplo de 15 menor que 427, se resta, y con lo que queda se repite el
proceso. El algoritmo es flexible, en el sentido de que el mltiplo no tiene que ser el mayor po-
sible. En la figura, en el ejemplo de la izquierda el primer paso ha sido considerar 150 = 10 x 15,
en el del medio 300 =10 x 20 y en el de la derecha 375 = 25 x 15. Las tres alternativas son validas,
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y por tanto este algoritmo se adapta muy bien a los diferentes niveles de desarrollo del cdlculo
que puedan tener diferentes alumnos. El resultado final, el cociente total, se obtiene simple-
mente sumando los cocientes parciales. Se pueden encontrar mas ejemplos de este algoritmo
en la pagina de la Universidad de Chicago ya mencionada anteriormente (al ver este video hay
que tener en cuenta que los anglosajones organizan los términos de la division de manera dis-
tinta a la nuestra): http://everydaymath.uchicago.edu/teaching-topics/computation/.

4 27 15 4 27 15 4 27 15
-1 5 0 10 -3 0 0 20 -3 7 5 25
2 77 1 2 7 + 8 5 2 + 3
-1 5 0 10 -1 2 0 928 — 4 5 928
1 2 7 7 7
-1 2 0 + 8
7 28

Figura 2.34: Algoritmo de division de los cocientes parciales, o division de Brousseau.

El algoritmo ABN para la divisidn es exactamente este algoritmo de los cocientes parciales, pero
los célculos se organizan en una tabla.

2.8. Introduccién al pensamiento algebraico.

En esta secci6n no se pretende revisar el dlgebra de secundaria, ni repasar la resolucion de
ecuaciones. El objetivo es simplemente hacer una pequefia introduccion al lenguaje algebraico.
Me parece conveniente por estas dos razones:

= Ellenguaje algebraico es (una vez dominado) claro, conciso y preciso. En muchas ocasio-
nes, enunciar una propiedad en lenguaje algebraico resulta mas comodo que enunciarla
en lenguaje usual. Ya lo hemos hecho en algunas ocasiones, y la idea es seguir haciéndolo.

= En nuestro curriculo de primaria no se contempla una introduccién al dlgebra. Sin em-
bargo, hay muchos paises con etapa de primaria similar a la nuestra (de seis afos) en los
que si se contempla lo que se suele conocer como pre-algebra. Seria muy conveniente
que en la, desde mi punto de vista, necesaria revision del curriculo de matemaéticas de
Primaria, se contemplara también en nuestro pais esa introduccion al dlgebra al final de
la Educacién Primaria.

En mi experiencia, en demasiadas ocasiones los sentimientos que despierta la palabra
“algebra” en los estudiantes de magisterio no son del todo positivos, y estdn seguramente
asociados a un estudio demasiado técnico y demasiado rdpido en la educacién secunda-
ria. Lo que vamos a tratar de hacer aqui es empezar la introduccién al dlgebra “desde el
principio” (y quedarnos muy al principio).
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Ya hemos visto algunos ejemplos de lenguaje algebraico, como al enunciar la propiedad con-
mutativa de la multiplicacién: si a y b son nimeros cualesquiera, entonces a x b = b x a.

Otro ejemplo del uso del lenguaje algebraico, que trataremos durante este curso, y que me pa-
rece especialmente adecuado para una introduccion al lenguaje algebraico, es en situaciones
como la siguiente. Supongamos que tenemos cerillas, y que con ellas construimos una fila de
cuadrados como la que se muestra en esta figura:

HEn

Si nos preguntan cudntas cerillas se necesitan para construir 3 cuadrados, nos podemos limi-
tar a contar en la figura para responder que hacen falta 10 cerillas. Si nos preguntaran cuantas
cerillas hacen falta para construir 5 cuadrados, podriamos ampliar el dibujo, volver a contar, y
responder que 16. Pero, ;qué ocurre si queremos saber cuantas cerillas hacen falta para cons-
truir 50 cuadrados? Podemos extender el dibujo, y volver a contar, o podemos tratar de razonar
para dar una respuesta. Nos encontramos aqui con un ejemplo de la utilidad del razonamiento
matematico: muchas veces, unos momentos de reflexion nos pueden ahorrar tareas tediosas
y largas. Si nos fijamos en la construccién, podemos ver que, una vez puesta la primera cerilla
vertical de la izquierda, para completar cada cuadrado necesitamos afiadir 3 cerillas més. Por
tanto, para construir 50 cuadrados necesitaremos 1+ 50 x 3 = 151 cerillas. Una vez visto esto,
queda claro que ya podemos contestar la pregunta, de manera inmediata, para cualquier nu-
mero de cuadrados. Y una forma de dar la respuesta es decir: para formar n cuadrados (donde
n es cualquier ntimero natural) necesitamos 37 + 1 cerillas[!]

La solucién al siguiente ejercicio esta en el capitulo de ejercicios resueltos.

Ejercicio 2.11. ;Cuéntos cuadrados sombreados tiene la figura n de esta serie?

||

| [ |

1 2 3 4

Si escribimos el nimero de cuadrados que tienen las figuras de estos dos ejemplos nos encon-
tramos con estas series numeéricas:

a 4,7,10,13,... b) 4,8,12,16,...

Son series “sencillas”, en las que la diferencia entre dos términos consecutivos es siempre la mis-
ma, son ejemplos de progresiones aritméticas. Podria ser tentador pensar que esto sera siempre

HSeguimos aqui el convenio usual, de omitir el signo de multiplicar cuando aparecen las letras en el dlgebra.
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asi, y que podria ser suficiente escribir este patron numérico para los primeros términos, y des-
cubrir asi el término general. Pero no, esto no tiene por qué ser siempre asi. Veamos dos tultimos
ejemplos, con un comportamiento un poco mdas complicado. Las soluciones, en el capitulo fi-
nal.

Ejercicio 2.12. ;Cuéntos cuadrados tiene la figura n de esta serie?

Ejercicio 2.13. El nimero de circulos en cada una de las siguientes figuras se conoce como
numero triangular. Si llamamos T}, al nimero triangular n-ésimo, vemos que 71 =1, T» = 3,
T3 =6y T, = 10. ;Puedes obtener diferentes expresiones para el nimero 7,?

@)
@) o O
@) ON©) O O O
@) ON©) o O O O O OO0
1 2 3 4

En otras situaciones el lenguaje algebraico nos sirve para razonar sobre una cantidad descono-
cida. Considera el siguiente problema:

Marta abri6 su huchay se gasté la mitad de su dinero en un libro. Si después se compré
una camiseta que le cost6 14 euros y le quedaron 17 euros, ;cudnto dinero tenia Marta
en la hucha?

Para hacer este problema no es necesario usar el lenguaje algebraico, y veremos més adelante
que es importante trabajar este tipo de problemas sin usar el dlgebra. Pero lo que queremos ver
aqui es como usar el lenguaje algebraico para expresar lo que esta pasando. Si llamamos x a la
cantidad de dinero que habia al principio en la hucha, y que no es conocida, podemos escribir
que el total es la mitad, que se gast6 en en libro, mas los 14 euros de la camiseta y los 17 euros
que le sobraron, es decir,

x
—+14+17=x.
2

A esta expresion le llamamos ecuacion, y entre otras cosas el dlgebra se ocupa de desarrollar
procedimientos para resolver ecuaciones como esta, y otras mas complicadas. En este curso no
vamos a estudiar, ni a usar, técnicas de resolucién de ecuaciones.

Por ultimo, el dlgebra también nos permite razonar sobre ntimeros, en general. Veamos un
ejemplo:
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Ejercicio 2.14. Demuestra que la suma de tres nlimeros pares consecutivos es siempre multiplo
de 3.

Para entender el enunciado, puede ser ttil ver qué ocurre en algtin ejemplo. Elegimos 3 ntime-
ros pares consecutivos, como 6, 8 y 10. La suma es 6 + 8 + 10 = 24 que, como vemos, es multiplo
de 3. Sin embargo, a base de ver qué ocurre en ejemplos variados nunca podremos revisar todos
los casos posibles, ya que son infinitos. Necesitamos alguna forma de razonar sobre el caso ge-
neral. Y es aqui donde el dlgebra nos ayuda. Si n es un naumero natural cualquiera, 2n siempre es
un namero par. Reciprocamente, cualquier nimero par se puede expresar como 27, para cierto
numero natural n (que serd la mitad del nimero par considerado). Por tanto, un razonamiento
que hagamos sobre 27 sera valido para cualquier nimero par.

Tomemos ahora tres niimeros pares consecutivos. Si el primero es 2n, el siguiente serd 2n+2y
el siguiente 271 + 4. La suma de estos tres numeros es

2n+(2n+2)+(2n+4)=6n+6=312n+2),

y esto nos asegura que esta suma es siempre multiplo de 3. O

Esta propiedad no es exclusiva de los nimeros pares. La propiedad sigue siendo cierta si se
cambia la palabra “par” por impar, o por multiplo de 4, o de 5. Seria bueno que lo comprobaras,
al menos para alguno de estos casos.

2.9. Divisibilidad (en N* =N uU {0}).

En el estudio de la divisibilidad es conveniente incluir también el 0. Podemos cambiar nuestra
opciéninicial, y consderar que el 0 es también un niimero natural, o podemos optar por hacer el
estudio de la divisibilidad en el conjunto N*, que es el conjunto de los nimeros naturales, junto
con el cero. En todo caso, y salvo que se diga lo contrario, cuando en esta seccion el término
ntimero se referird a un elemento del conjunto N*, es decir, puede ser un niimero natural, o
puede ser también el 0.

2.9.1. Divisores y miiltiplos

El nimero 4 es un divisor de 20 porque el resultado de la divisién 20 + 4 es un namero natural,
es decir, se trata de una division exacta. Para escribirlo, a veces usaremos esta expresion, 4 | 20,
que se lee “4 es divisor de 20”. Obsérvese que 20 +4 = 5, es decir, 5 x 4 = 20, y por tanto la
division 20 =5 también es exacta (el cociente es 4), es decir, 5 también es divisor de 20. Con este
razonamiento podemos “emparejar” los divisores de un niimero, y esto sera util en algunass
situaciones posteriores. Antes de seguir adelante, esta es la definicién formal de divisor usando
lenguaje algebraico.

Definicién 2.2. Dados dos nimeros naturales ay ¢ # 0, se dice que c¢ es un divisor de a si existe
g € N* tal que a = g x c. En ese caso, escribimos c| a.
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El 0 puede causar algtiin problema en este punto. Para evitarlo, lo mejor es que le dediques
unos minutos de reflexién a contestar estas preguntas, examinando con cuidado la definicién
anterior: ;es 2 divisor de 07, ;es 17 divisor de 0?

El concepto de multiplo es paralelo al de divisor. Si ¢ es un divisor de a, decimos también que
a es un multiplo de c. En el ejemplo anterior, como 4 es un divisor de 20, tenemos que 20 es un
muiltiplo de 4. El conjunto de los multiplos de 4 lo denotaremos como 4, y se obtiene multipli-

cado el numero 4 por cualquier namero natural (o 0), es decir, 4 ={0,4,8,12,16,20,24,...}.

La lista de divisores de un nimero dado se puede encontrar de varias formas. La mads sencilla,
y la mejor para introducir el tema al final de primaria, es por simple inspeccion.

Ejercicio 2.15. Encuentra los divisores del nimero 54.

Para no olvidar ningin divisor es conveniente hacer la busqueda de los divisores de manera
sistemadtica, y usar la propiedad mencionada anteriormente: si encontramos un divisor k, ten-
dremos que 54+ k = j, y por tanto k x j = 54, es decir, j también es divisor. El nimero 54 tiene 8
divisores. No voy a dar las soluciones de ejercicios como este. Siempre tienes la opcién de com-
probarlo en paginas como http://www.wolframalpha.com, donde es suficiente teclear “divisors
54” para obtener la lista completa (y bastante més informacién).

2.9.2. Numeros primos

Dado cualquier nimero natural 7, los niimeros 1y n son siempre divisores de n. (;Los habias
olvidado en el ejercicio anterior?) Al resto de divisores, se les llama divisores propios.

Definicién 2.3. Decimos que un nimero natural p > 1 es un ntimero primo si no tiene divisores
propios (es decir, si sus Unicos divisores son 1y p).

Hay una buena razén para no considerar p = 1 como nimero primo (la veremos pronto). Una
definicién alternativa de nimero primo en la que no es necesario eliminar explicitamente el 1
en el enunciado, como hemos hecho, es esta:

Definicién: Un ntimero es primo si tiene exactamente dos divisores (el 1y el propio niimero).

Supongamos que nos preguntan si un numero determinado es o no primo. ;C6mo podemos
saberlo? El siguiente ejercicio estd resuelto en el capitulo final. Trata de resolverlo antes de ver
la solucion.

Ejercicio 2.16.

1. ;Es 119 un nimero primo?

2. ;Es 883 un numero primo?

Los pensadores de la Grecia clésica ya se ocuparon del estudio de los nimeros primos. Veamos
un primer problema que se plantearon.

Supongamos que queremos encontrar todos los niimeros primos menores que 100. Eviden-
temente, podemos ir uno por uno, y aplicar el procedimiento del ejercicio anterior. Pero, ;no
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habré otra manera mejor de hacerlo? ;No existird un algoritmo mas adecuado@ para esta ta-
rea? La respuesta es el algoritmo que se conoce como criba de Eratdéstenes. Vamos a describir el
algoritmo como una lista de instrucciones:

1. Escribe en una tabla los nimeros del 2 al 99.
2. Tachalos multiplos de 2 (excepto el 2).
3. Tachalos multiplos de 3 (excepto el 3).
4. Tachalos multiplos de 5 (excepto el 5).

5. Tachalos miiltiplos de 7 (excepto el 7).

Cuando hemos terminado, los nimeros que no estdn tachados son primos, ya que no tienen di-
visores. Fijate que aqui estamos usando el mismo argumento que el presentado en la solucién
del ejercicio si un niimero menor que 100 no tiene divisores menores que 10 (= v/100), en-
tonces es primo. Si quieres ver la criba de Eratéstenes en accion, puedes hacerlo en este enlace:
http://www.visnos.com/demos/sieve-of-eratosthenes.

Otra pregunta que ya se plantearon los pensadores de la Grecia clasica es jcudntos niimeros
primos hay? ;Existe una cantidad finita, y se puede hacer una lista con todos los nlimeros pri-
mos, o hay una cantidad infinita de nimeros primos? Observa que la respuesta no es evidente.
Si piensas en la criba de Eratéstenes, en la primera etapa se eliminan los nimeros pares, que
son infinitos. En la siguiente se eliminan los multiplos de tres, también una cantidad infinita.
Tras las sucesivas etapas (hechas en la lista infinita de todos los nimeros naturales), ;queda-
rd una cantidad infinita de ntimeros sin eliminar, quedara por el contrario solo una cantidad
finita?

Teorema 2.1 (Euclides, ~ 300 aC). Existen infinitos nimeros primos.

En estas pdginas no voy a presentar demasiadas demostraciones, pero si nos vamos a detener
en esta. Por varias razones: una demostracion es un argumento que nos convence de que una
afirmacion es cierta. En este caso, el resultado es fundamental y el argumento estd al alcance
de cualquier persona con una formacion basica.

La demostracion utiliza una técnica conocida como reduccion al absurdo: vamos a suponer que
el resultado es falso. Y vamos a razonar a partir de ahi. Si conseguimos llegar a una contradic-
cion, a algo claramente absurdo, habremos demostrado que es imposible que el resultado sea
falso, es decir, jque el resultado es cierto!

Demostraciéon. Supongamos entonces que hay una cantidad finita de nimeros primos, y hace-
mos la siguiente lista con ellos:

L={p1,p2,...,pn} (2.14)

Dicho de otra forma: estamos suponiendo que hay n nimeros primos, y los ponemos en la lista.

12E] término “adecuado” se podria definir de manera precisa, pero es suficiente que lo interpretemos como que
resuelve la tarea con menos operaciones.
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Ahora consideramos el nimero q = p; x p2 x--- x p, +1, es decir, g lo obtenemos multiplicando
todos los nimeros primos de la lista y sumando una unidad. El niimero g no esté en la lista (es
mayor, jmucho mayor!, que todos los nimeros de L). Sin embargo, no tiene divisores, ya que
ninguno de los nimeros p; es un divisor de g (;estd claro por qué?). Por tanto, no es cierto que
en lalista L estuvieran todos los nimeros primos, como habiamos afirmado. Esta contradiccion
me asegura que es imposible hacer una lista (finita) con todos los nimeros primos, es decir, que
hay infinitos nimeros primos. O

2.9.3. Descomposicién en factores primos

Los ntimeros primos se describen muchas veces como los ladrillos de los que estdan hechos los
numeros. Esta idea es la que estd detrds del siguiente resultado, que se conoce como Teore-
ma Fundamental de la Aritmética. En las siguientes paginas vamos a ver que conocer c6mo es
escribe un niumero como producto de nimeros primos nos da mucha informacién sobre ese
ndamero.

Teorema 2.2. Todo nimero natural se puede escribir de manera tinica como producto de nu-
meros primos.

No vamos a ver la demostracion de este teorema, porque excede del nivel de dificultad al que
me quiero limitar. La primera parte, la de que se puede hacer, si es sencilla: si 7 es un nimero
que no es primo (si fuera primo, ya hemos terminado), tiene algun divisor propio, digamos a.
Pero entonces tenemos n = a x b. Si a y b son primos, ya hemos terminado. En caso contrario,
tienen divisores, y podemos repetir el proceso.

La parte que no es tan sencilla es demostrar que la descomposicién en factores primos, también
conocida como factorizacién es tinica (naturalmente, salvo el orden, siempre podemos escribir
6 =2 x3y6=23x2). Para preservar esta unicidad es para lo que excluimos el nimero 1 de la
lista de los niimeros primos, ya que si 1 fuera un nimero primo podriamos escribir 6 = 2 x 3,

6=1%x2x3,6=1"x2x3, etc.
PN
.
11 L L
1 23 32 x 11

(a) (b)

792
396
198

99

W W N NN

—_
—_

Figura 2.35: Algoritmos de factorizacion.

Seguro que todos los lectores recuerdan el algoritmo usual (en Espafia) para descomponer un
ntmero en factores primos. En la figura[2.35|a) se puede ver un ejemplo, para la factorizacién
del nimero 792. Pero existen otras alternativas, y pueden tener sus ventajas en algunas situa-
ciones. En la figura de la derecha podemos ver una organizacion en arbol del algoritmo. Nos
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damos cuenta de que 792 = 8 x 99, y continuamos el drbol, hasta escribir los nlimeros como
producto de ntiimeros primos. Es muy instructivo disponer de varias alternativas para hacer
un célculo, porque ayuda a mejorar la comprension. Ademads, diferentes algoritmos pueden ser
mas convenientes en distintas situaciones.

Ya hemos comentado que la factorizacién de un nimero nos da mucha informacién sobre él.
Vamos a revisitar el problema de encontrar los divisores de un nimero, para ver que son senci-
llos de obtener una vez conocida la factorizacion.

Supongamos que queremos obtener todos los divisores del nimero 60. Sabemos que 60 = 22 x
3 x5y que, si a es un divisor de 60, se tiene que 60 = a x b (donde b es otro divisor de 60.
Comparemos estas dos expresiones:

60=2%2x3x5
60=axb

Como la factorizacién es unica, al factorizar a (y también b) nos deben salir algunos de los
factores que aparecen en la factorizacién de 60. Es decir, los factores de 60 son dos doses, un
tres y un cinco: pues bien, los divisores de 60 se obtienen combinando, de todas las formas
posibles, estos factores.

La mejor forma de organizar estas combinaciones es en un arbol como el dela figura2.36| Como
un numero elevado a cero es uno, podemos pensar en el exponente de 20 21 22 como “no co-
gemos ningun dos”, “cogemos un dos” y “cogemos dos doses”, respectivamente. Multiplicando
los factores correspondientes se obtienen todos los divisores, que se muestran en el rectingulo
inferior.

/\ /\ /\

3! 30

/\ /\ /\ YN N /\

50 5! 50 5! 50 5! 50 5! 50 5! 50 5!

N S N T S S T N A Y

]153152106304201260\

Figura 2.36: El drbol con los divisores de 60.

Esta estrategia nos muestra como conseguir todos los divisores de un niimero a partir de su
descomposicion en factores primos, y a continuacién vamos a ver alguna otra aplicacién. Su-
pongamos que nos preguntan cudntos divisores tiene un numero del que conocemos su facto-
rizacion. En el arbol vemos la idea que nos permite contestar a esta pregunta sin necesidad de
escribir todos los divisores: tenemos tres opciones para el factor 2 (no coger ningin 2, coger un
2y coger dos), tenemos dos opciones para el factor 3 y, finalmente, dos opciones para el factor
5. En total, por tanto, tenemos 3 x 2 x 2 = 12 divisores.

En el siguiente ejemplo vamos a ver cudnta informacion se puede sacar del arbol de divisores
que hemos presentado.
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Ejercicio 2.17. Sabiendo que 5720 =23 x5 x 11 x 13:
1. ;Cudntos divisores tiene el ndmero 57207
2. Escribe los divisores impares de 5720.

3. ;Cuéantos divisores de 5720 son multiplos de 22?

Este arbol es mucho mayor, y vamos a ver que no hace falta construirlo completo para contestar
a las preguntas.

1. Como 5720 =23 x5 x 11 x 13, en el 4rbol tendriamos 4 opciones para el dos, dos opciones
parael 5, dos para el 11 y dos para el 13. Por tanto, 5720 tiene 4 x 2 x 2 x 2 = 32 divisores.

2. Para determinar los divisores impares, es suficiente darse cuenta de que corresponden
a no tomar ningun factor 2 en el arbol anterior. Por tanto, corresponden a combinar los
otros factores primos (5, 11 y 13) de todas las formas posibles. Hay un total de 8, que son
{1,5,11,13,55,65,143,715}.

3. Si queremos ahora los divisores de 5720 son multiplos de 22, como 22 =2 x 11, sabemos
que en el arbol de divisores hay que elegir el 11, y también al menos un 2. Por tanto, estos
divisores se pueden obtener combinando de todas las formas posibles el resto de factores
(22,5y13), y multiplicando esas combinaciones por 22. Hay un total de 12 soluciones. Las
combinaciones de 22, 5 y 13 son {1,2,4,5,10,13,20,26,52,65,130,260} (a los que habria
que multiplicar por 22. Obsérvese que estos nimeros son exactamente los divisores de
22 x5x 13 =5720+22.

¢

Para contestar el apartado 1 hemos seguido un razonamiento que se puede generalizar de la
siguiente forma. Si el nimero natural 7 se factoriza como n = pfl x p2“2 X +ee X pZ’“ entonces
ntiene (a1+1)x(ax+1)x---x(ar+1) divisoresfr_g]

Ya sabemos determinar el nimero de divisores que tiene un nimero si conocemos su descom-
posicion en factores primos. En el siguiente ejercicio vamos a darle la vuelta a los razonamien-
tos anteriores, y buscar factorizaciones para que la cantidad de divisores sea una dada, o con

ciertas propiedades.

Ejercicio 2.18. Encuentra 4 numeros de 3 cifras que tengan 20 divisores.

Hay varias posibilidades para factorizar un nimero que tenga 20 divisores. Siguiendo el razo-
namiento para contar el namero de divisores, deducimos que para que un nimero que tenga
20 divisores se debe factorizar de una de estas formas:

a) p? b p’q o ptqr d p'q’

donde p, g y r son ntimeros primos distintos.

En los casos a) y b) no obtenemos ningiin ntimero de 3 cifras (27 = 512), pero en los casos c) y d)
hay varias posibilidades. Por ejemplo, poniendo p =2y g = 3 en d) se obtiene 2* x 33 =432. ¢

13Gj has entendido el razonamiento del apartado 1 no hace ninguna falta que memorices esta férmula.
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2.9.4. Divisibilidad, un poco mas de teoria

Todos sabemos desde primaria que cuando sumamos dos nimeros pares se obtiene un ntime-
ro par, y que cuando un nimero par se multiplica por cualquier niamero el resultado es par.
Los numeros pares son los multiplos de dos, y esta propiedad es cierta para los multiplos de
cualquier namero, no solo para los numeros pares. Esto es lo que dice el siguiente enunciado.

Propiedad 2.1.

1. Si a es multiplo de c, todos los multiplos de a son multiplos de c.

2. Si ay b son multiplos de c, entonces a + by a— b son multiplos de c.

Vamos a comprobar por qué esto es cierto con un ejemplo. La demostracion general es simple-
mente escribir en lenguaje algebraico lo que vamos a ver ahora en un caso particular.

Para el apartado 1. consideremos a = 27y ¢ = 9. La propiedad afirma que, como 27 es multiplo
de 9, todos los multiplos de 27 son multiplos de 9. En efecto, como 27 = 3 x 9, si consideramos
cualquier multiplo de 27, como 82347 x 27, tendremos que 82347 x 27 = 82347 x 3 x 9 que es, por
tanto, multiplo de 9.

El apartado 2. afirma que si consideramos dos multiplos de 9, como por ejemplo 72 y 45, tanto
la suma como la diferencia seran multiplos de 9. Vamos a comprobarlo, no haciendo la cuenta
directa sino con el argumento que se puede hacer en el caso general:

a) 724+45=9x8+9x5=9x(8+5) b) 72-45=9x8-9x5=9x(8-5)

La propiedad [2.1]se puede enunciar también en términos de divisores. Vamos a hacerlo, como
ejercicio de lenguaje algebraico.

1. Siclay k es cualquier nimero natural, entonces c| (k x a).

2. Siclayc|bentonces c| (aib)E]
Dos consecuencias sencillas de esta propiedad:

1. Como 34 es multiplo de 17, y 51 también es multiplo de 17, podemos estar seguros, sin
hacer un solo célculo, que 8247 x 34 —634 x 51 es también multiplo de 17.

2. ;Cuales son los divisores comunes de 200 y 206? Dentro de poco veremos una técnica
general para encontrar los divisores comunes de dos ntimeros. Para este caso, podemos
observar que si c es divisor de 200 y también de 206, entonces c es divisor de 206 — 200, es
decir, c tiene que ser un divisor de 6. Por tanto, los tinicos posibles divisores comunes de
200y 206 sonell, el 2, el 3yel 6. Una vez visto esto, es sencillo comprobar que el 3y el 6
no son divisores de 200. Por tanto, los tinicos divisores comunes de 200 y 206 son el 1 y el
2.

14E] signo + significa que se puede sumar y también restar.
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2.9.5. Maximo comin divisor y minimo comtin multiplo

Definicion 2.4. El mdximo comun divisor de dos nimeros ay b, mcd(a, b), es el mayor nimero
natural que es divisor tanto de a como de b.

Pronto veremos alternativas para calcular el maximo comun divisor de dos nimeros, pero la de-
finicion puede ser suficiente en muchas situaciones. De hecho, en primaria no deberian verse
algoritmos adicionales, ya que la mejor forma de que los alumnos entiendan qué es el méxi-
mo comun divisor de dos ntimeros es que lo calculen siguiendo la definicién: buscamos los
divisores de a, también los de b, y nos quedamos con el mayor de ellos.

A El 0 puede causar en este momento algunas dificultades, seguramente por haber calculado
el maximo comun divisor a partir de la factorizacion, pero sin haber pensado demasiado en la
definicion. Un ejemplo: ;cudl es el méximo comun divisor de 29348 y 0, es decir, mcd (29348, 0)?

Cualquier nimero natural es divisor de 0 (recuerda, la division 0 + 29348 puede ser poco til,
pero esta bien planteada: el cociente es 0, y el resto es 0). Por tanto, mcd(29348,0) = 29348.
Por supuesto, el nimero 29348 no tiene nada de especial. Si n es cualquier nimero natural,
mcd(n,0) = n (recuerda que 0 no es un numero natural, mcd(0,0) no esta definido, precisa-
mente porque cualquier nimero natural es divisor de 0). Fin de

A

El maximo comun divisor de dos nimeros se puede obtener facilmente si se conocen las fac-
torizaciones de esos nimeros, eso de “los factores comunes al menor exponente”. Vamos a ver
por qué funciona esa receta, ya que tenemos todos los ingredientes necesarios.

Supongamos que queremos calcular el maximo comun divisor de 17640 y 12474, sabiendo que

17640 =23 x 3% x 5 x 72
12474 =2x3*x7x 11.

Los divisores de 17640 se obtienen combinando de todas las formas posibles los tres doses, dos
treses, un cinco y dos sietes de su factorizacion, y lo mismo ocurre para 12474. Si ahora quere-
mos obtener el divisor comiin mds grande, ;qué habrd que hacer? Pues coger todos los factores
que tienen en comun, es decir, un dos, dos treses y un siete. Por tanto, mcd(17640,12474) =
2x3%x7=126.

Propiedad 2.2. El maximo comun divisor de dos niimeros naturales a 'y b es el producto de sus
factores comunes (tomados al menor exponente) [

Supongamos que nos interesa conocer todos los divisores comunes de dos nimeros, no solo el
mayor de ellos. ;C6mo deberiamos proceder? Una vez mds, en las factorizaciones tenemos toda
la informacién necesaria. En el ejemplo anterior, si un nimero es divisor tanto de 17640 como
de 12474, ese divisor comun se puede obtener de las factorizaciones de ambos términos, es de-
cir, se puede obtener combinando los factores comunes. En el ejemplo, los divisores comunes
de 17640 y 12474 son los nameros que podemos obtener combinando un dos, dos treses y un

15Conservo lo del “menor exponente” porque asi se suele enunciar en secundaria, aunque no sea necesario. En
el ejemplo, lo comtn entre 32 y 3* es 32, sin necesidad de afiadidos.
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siete, es decir, son los divisores de 2 x 3% x 7 = 126, el maximo comun divisor de 17640 y 12474,
Esta propiedad es cierta en general.

Propiedad 2.3. Los divisores comunes de dos nimeros naturales son los divisores de su méxi-
mo comun divisor.

Ejercicio 2.19. Tenemos una habitacion rectangular, de 6,30 m de largo y 4,50 m de ancho.
Queremos poner un suelo de baldosas cuadradas, todas iguales, sin tener que partir ninguna
baldosa.

1. ;de qué tamafos podrian serdn las baldosas?

2. j;cudntas baldosas necesitaremos en cada caso?

Para méas de dos nimeros naturales todo lo que hemos dicho hasta aqui se generaliza de manera
directa (también los argumentos). Por tanto:

Si ay, ap,...,a; son nimeros naturales, su maximo comun divisor, mcd(aq, ay, ..., a;) es el ma-
yor de sus divisores comunes, y se puede obtener a partir de las descomposiciones en factores
primos tomando los factores comunes (al menor exponente). Los divisores comunes de los nt-
meros ay, ay, ..., a; son los divisores de su maximo comun divisor.

Ejercicio 2.20. Sabiendo que

17640 =23 x 3% x5 x 72
12474 =2x3*x7x 11
3591 =3%x7x19

4998 =2 x3x 74 x 17

calcula mcd(17640,12474,3591,4998) y escribe todos los divisores comunes de estos niimeros.

Revisando las factorizaciones, vemos que los tinicos factores comunes son el 3 y el 7. Por tanto,
mcd(17640,12474,3591,4998) = 3 x 7 = 21. Como los divisores comunes son los divisores del
maximo comun divisor, en este caso tenemos 1, 3, 7y 21.

Una ultima propiedad del médximo comun divisor que puede ser ttil para simplificar algunos
célculos:

Propiedad 2.4. Si k es un divisor comun de a y de b, entonces

mcd(a,b) = kxmcd(al/k,blk).

En el caso del ejercicio 2.19} esta propiedad nos dice que mcd(630,450) = 10 x mcd(63,45).

;Por qué es cierta esta propiedad? La idea es muy sencilla: el médximo comun divisor de a 'y b
es el conjunto de factores comunes de a y de b. Si k es un conjunto de factores comunes, los
podemos “quitar”, y seguir buscando los factores comunes de a/ky b/ k.

Definicién 2.5. El minimo comiin miiltiplo de dos nimeros a y b, mcm(a, b), es el menor nu-
mero natural que es multiplo tanto de a como de b.
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La propia definicién nos proporciona una forma de calcular el minimo comtn multiplo de dos
numeros. Si nos piden, por ejemplo, el minimo comtn multiplo de 6 y 10, podemos considerar
los multiplos de 6, hasta que encontremos un multiplo de 10. Ese serd el menor de los multiplos
comunes. Una buena forma de ayudara los alumnos de primaria a visualizar este procedimien-
to es la recta numérica, tal y como se muestra en la figura[2.37]

0 10 20 30

Figura 2.37: El minimo comun multiplo de 6 y 10 en la recta numérica.

El maximo comun divisor y el minimo comun multiplo son dos conceptos que originan cono-
cidas dificultades de aprendizaje, y creo que merece la pena dedicar unos parrafos a reflexionar
sobre ellas.

1. El lenguaje puede inducir a equivocos, ya que maximo suena a “grande”. Sin embargo,
al ser el mayor de los divisores, resulta ser un nimero menor que los nimeros de par-
tida. Por el contrario, minimo suena a “pequefio”, pero al ser el menor de los multiplos
resulta ser un nimero mayor que los datos del problema. Esta situacién no es fécil de re-
solver, no parece que exista alternativa para la terminologia. Por ello, seria especialmente
importante presentar estos conceptos trabajando de manera cuidada la comprension. Y
esto nos lleva a la segunda observacion.

2. Lamejor forma de trabajar en Educacién Primaria el maximo comun divisor y el minimo
comun multiplo es calcularlos usando su definicion, porque es la forma que nos permite
ver qué significa cada uno. Por supuesto, este procedimiento solo es adecuado para nu-
meros pequenos. El cidlculo mediante la descomposicion en factores primos no es ade-
cuado para ser usado en Primaria, aunque por desgracia si estd presente en muchas de
nuestras aulas. ;Por qué se trabaja asi? Creo que la tiinica explicacion es cultural, nuestra
tendencia a presentar los procedimientos generales demasiado pronto, cuando seria til
empezar calculando las cosas de forma mas “artesanal”. Es importante tener presente que
la descomposicion en factores primos no aparece en el curriculo de Primaria de la LOM-
CE. Enla figura[2.38} extraida de https://www.bocm.es/boletin/ CM_Orden_BOCM/2014/07/25/BOCM-
20140725-1.pdf, (pag 54) se muestran los contenidos de divisibilidad en el Decreto que fija
los contenidos y estdndares de aprendizaje en la Comunidad de Madrid.

Pasamos ahora a ocuparnos del cdlculo del minimo comtn multiplo de dos nimeros a partir
de sus factorizaciones. Supongamos que queremos calcular el minimo comtn multiplo de 3591
y 14994 sabiendo que

3591 =3%3x7x19
14994 =2x 3% x 7? x 17

Los multiplos de 3591 deben contener los factores 33,7 y 19. De la misma forma, los multiplos
de 14994 deben contener los factores 2, 32, 72 y 17. Por tanto, si queremos un multiplo de ambos,

Pedro Ramos Alonso Matematicas I. Magisterio de Educacién Primaria. Universidad de Alcala


https://www.bocm.es/boletin/CM_Orden_BOCM/2014/07/25/BOCM-20140725-1.PDF
https://www.bocm.es/boletin/CM_Orden_BOCM/2014/07/25/BOCM-20140725-1.PDF

Los ntimeros naturales 54

5° Primaria

Divisibilidad. Multiplos y divisores. Nimeros primos.

4. Define las relaciones “divisor de” y “miiltiplo de” entre dos nimeros y determina
si un nimero es multiplo o divisor de otro.

5. Calcula los primeros miltiplos de un nimero dado.

6. Halla todos los divisores de cualquier nimero menor que 50.

7. Define nimero primo y nimero compuesto y memoriza la lista ordenada de los
nimeros primos menores que 30.

8. Conoce las reglas de divisibilidad por 2, 5y 10.

6° Primaria

Divisibilidad. Divisores de un nimero menor que 100. Mdximo comiin divisor y mi-
nimo comun miltiplo.

Determina si un nimero natural cualquiera es multiplo o divisor de otro.
Halla todos los divisores de cualquier niimero menor que 100.

Calcula el m.c.m. y el m.c.d. de dos niimeros naturales.

Conoce las reglas de divisibilidad por 2, 3, 5, y 10.

PN

Figura 2.38: Divisibilidad en el curriculo de Educaciéon Primaria de Madrid.

debemos tomar el 2, el 33 (que contiene al 32), el 72 (que contiene al 7), el 17 y el 19, es decir,
los factores comunes (al mayor exponente) y los factores no comunes, como dice la conocida
receta.

Propiedad 2.5. El minimo comin multiplo de dos nimeros naturales a y b es el producto de
sus factores comunes (tomados al mayor exponente) y sus factores no comunes.

La ultima propiedad de esta seccion es una sencilla relacién entre dos nimeros, su maximo
comun divisor y su minimo comun multiplo.

Propiedad 2.6. Si a y b son dos nimeros naturales cualesquiera, a x b = mcd(a, b) x mcm(a, b).

Para ver por qué esta igualdad es cierta es suficiente pensar en las factorizaciones de ay b, y c6-
mo los términos del producto ax b (que se obtienen uniendo los términos de los dos factores) se
reparten entre el maximo comun divisor y el minimo comuin multiplo. En el siguiente ejemplo,
con los nimeros 3591 y 14994, los factores que corresponden al maximo comun divisor estan
recuadrados, y el resto corresponden al minimo comun multiplo:

3591 x 14994 = (3% x[7] x 19) x (2 x| 32| x 72 x 17).

El maximo comun divisor de dos (0 mds) nimeros nos permitia encontrar todos los divisores
comunes de esos numeros. Una propiedad anéloga es cierta para el minimo comtn multiplo.
Supongamos que queremos determinar los multiplos comunes de los niimeros 6 y 10. Como ya
vimos, y representamos en la figura[2.37} el primer mdltiplo comun (positivo, recordemos que
el 0 es multiplo de los dos) es 30, su minimo comun multiplo. ;Cudl sera el siguiente multiplo?
Claramente, el 60, luego el 90, etc. En general, tenemos:

Propiedad 2.7. Los multiplos comunes de dos nimeros son los miltiplos de su minimo comun
multiplo.

Por ultimo, igual que hicimos con el maximo comun divisor, generalizamos el minimo comuin
multiplo a més de dos ntimeros. También en este caso los razonamientos son los mismos, por
lo que no nos detenemos en ellos.
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Si 4y, ay,...,ar son nimeros naturales, su minimo comun multiplo, mcm(ay, ay, ..., ax) es el
menor nimero natural que es multiplo de todos ellos, y se puede obtener a partir de las des-
composiciones en factores primos tomando los factores comunes (al mayor exponente) y los
factores no comunes. Los miltiplos comunes de los nimeros a, a, ..., a; son los multiplos de
su minimo comun multiplo.

Ejercicio 2.21. Busca un ejemplo que muestre que para tres nimeros ya no es cierto que

ax bxc=mcd(a,b,c) xmcm(a,b,c).

Indicacién: considera dos nimeros ay b, y después busca un namero c¢ de forma que mced(a, b, ¢) =
mcd(a, b) y que mcm(a, b, c) = mcm(a, b).

Terminamos con este problema (cuya solucion esté en el capitulo final).

Ejercicio 2.22. Dos faros emiten una sefial especial cada 16 y 12 minutos, respectivamente.
Sabiendo que emiten la sefial a la vez a las 0 horas y que empezamos a contemplarlos alas 5 de
la tarde:

1. ;a qué hora coinciden por primera vez después de la medianoche?
2. jcuantas veces han emitido la sefial a la vez antes de que llegdramos?

3. ja qué hora los veremos coincidir por primera vez?

2.10. Aritmética con restos (Reglas de divisibilidad)

Todos sabemos que al sumar dos ntimeros pares se obtiene un niimero par, y que cuando se
suma un ntmero par con otro impar el resultado es impar. Esta propiedad se puede formular
en términos de resto al dividir entre dos, y el objetivo de esta seccién es generalizarla a otras di-
visiones y ver cOmo esto nos permite deducir las conocidas reglas de divisibilidad. Empecemos
con un primer ejemplo:

Ejercicio 2.23. Sabemos que al dividir el namero a entre 3 el resto es 2, y que al dividir el nua-
mero b entre 3 el resto también es 2. ;Cudl es el resto de dividir el nimero a + b entre 3?

Al terminar de agrupar (o repartir) a + b elementos, vemos que nos han sobrado 4 (2 al agrupar
ay otros 2 al agrupar b). Por tanto, podemos hacer otro grupo de 3 y nos sobraré 1.

En esta seccién vamos a hablar muchas veces de “el resto de dividir un numero entre otro”. Para
abreviar un poco la escritura, introducimos esta notacion: r(a, n) es el resto de dividir a entre n.
Por ejemplo, r(15,4) =3, o0 r(28,3) = 1. Usando esta notacion, la respuesta del ejercicio anterior
se puede escribir de esta forma:

Sir(a,3)=2yr(bh3)=2,entoncesr(a+b,3)=1.

Antes de pasar a los criterios de divisibilidad, un ultimo ejercicio para que el lector compruebe
si ha entendido la idea:

Ejercicio 2.24.

Pedro Ramos Alonso Matematicas I. Magisterio de Educacién Primaria. Universidad de Alcala



Los ntimeros naturales 56

1. Sir(a,5) =3yr(bh,5) =2, ;cuanto vale r(a+ b,5)?
2. Sir(a,7=5yr(b,7) =4, ;cuanto vale r(a+ b,7)?

Es importante que el lector vaya desarrollando estrategias para comprobar si sus respuestas son
correctas. En este caso, por ejemplo, como los resultados son generales, se puede comprobar si
dan respuestas correctas para algunos valores de a y b concretos.

Veamos ya algunos criterios de divisibilidad. Los vamos a presentar en tres grupos, de acuerdo
con la idea que hace que funcionen.

= Los maés sencillos son los que nos permiten ver si un numero es divisible entre otro (de
hecho, calcular el resto) mirando solo la cifra de las unidades. Esto ocurre cuando el divi-
sor es 2, 5 0 10: si la cifra de las unidades es par, el nimero es multiplo de 2, si la cifra de
las unidades es 0 0 5 el nimero es multiplo de 5, si la cifra de las unidades es 0, el nimero
es multiplo de 10.

= A continuacion, consideramos los divisores 4 y 8.

Como 100 es multiplo de 4, cualquier multiplo de 100 es multiplo de 4. Por ejemplo, si
nos piden calcular el resto de dividir 28653 entre 4, podemos escribir 28653 = 28600 + 53
y, por tanto,

r(28653,4) = r(28600 + 53,4) = r(28600,4) + r(53,4) = r(53,4) = 1.

Por tanto, hemos deducido una regla que dirfa: “para calcular el resto de un namero al di-
vidir entre 4, es suficiente calcular el resto de dividir el nimero formado por las unidades
y las decenas”.

Con el 8 no podemos hacer lo mismo, porque 100 no es miltiplo de 8. Pero si lo es 1000,
ya que 125 x 8 = 1000. Por tanto, los multiplos de 1000 son multiplos de 8, y siguiendo la
misma idea podemos reducir el cdlculo del resto de un nimero al dividir entre 8 al cdlculo
del resto tomando las tres tltimas cifras. En el ejemplo anterior,

r(28653,8) = r(28000 + 653, 8) = r (28000, 8) + r(653,8) = r(653,8) = 5.

= Por dltimo, consideramos los divisores 3 y 9.

La primera observacion es que el resto de una potencia de 10 al dividir entre 3 es siempre
1. Por ejemplo, esto se puede deducir del hecho de que un ntimero cuyas cifras son todas 9
es multiplo de 3. En lenguaje algebraico, podemos escribir que r(10¥,3) = 1 para cualquier
numero natural k.

Veamos un ejemplo de como podemos proceder para calcular el resto de un nimero al
dividir entre 3. Si queremos calcular r (28653, 3), consideramos la descomposicién usual

28651 =2x10*+8x103+6x10°+5x10+1.
Vamos ahora a hacer grupos con cada uno de estos sumandos:

 Con 2 x 10* hacemos cierto niimero de grupos y nos sobran 2.
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* Con 8 x 103 hacemos cierto niimero de grupos y nos sobran 8. Por tanto, podriamos
hacer otros dos grupos, pero resulta mas conveniente proceder en dos fases, y dejar
pendientes estas 8 unidades.

* Con 6 x 10? hacemos més grupos de 3 y nos sobran 6. De nuevo, dejamos pendientes
estas 6 unidades.

* Con 5 x 10 hacemos otros grupos, y nos sobran 5, que dejamos pendientes.

e Finalmente, la unidad la dejamos pendientes, para la siguiente fase.

En resumen, en la primera fase hemos dejado pendientes un total de 2 +8+ 6 + 5+ 1 uni-
dades (la suma de las cifras del nimero original). Por tanto, lo que hemos visto es que

r(28651,3) =r(22,3) = 1.

Y la regla para calcular el resto al dividir entre 3 dice: “el resto de un namero rn al dividir
entre 3 es el mismo que el resto del ntimero que se obtiene al sumar las cifras de n”. (Se-
guramente, el lector habrd visto la version para multiplos de 3, es decir, cuando el resto es
0).

Al dividir por 9, la regla es exactamente la misma, ya que también se tiene que r(10%,9) = 1
para cualquier nimero natural k. Es decir, “el resto de un ntimero 7 al dividir entre 9 es el
mismo que el resto del nimero que se obtiene al sumar las cifras de n”. En el ejemplo del
numero anterior,

r(28651,9) = r(22,9) = 4.

Existen mds reglas de divisibilidad, como las del 7, o el 11. No es casualidad que sean nameros
primos. Motivados por el problema de buscar divisores primos, era especialmente importante
poder determinar si un niimero era o no divisible por nimeros primos. Hoy en dia, el proble-
ma de factorizar un ntimero es uno de esos procedimientos mecénicos que puede resultar mas
conveniente dejar en manos de la tecnologia, y asi poder centrarnos en pensar qué se puede
hacer con las factorizaciones, y otros problemas similares. El interés de los resultados anterio-
res no es tanto poder calcular los restos, sino seguir haciendo ejercicios sobre la divisiéon y la
descomposiciéon de un niimero en grupos de 10 y de potencias de 10.

En esta linea, nos podriamos plantear preguntas como, por ejemplo, ;c6mo se puede calcular
el resto de un ntmero al dividir entre 25? ;Y al dividir entre 40?

Cerramos esta seccion, y el tema, con el problema de la divisibilidad entre 6. A muchos lectores
les resultara familar la frase “un nimero es divisible entre 6 si es divisible entre 2 y entre 3”. ;Por
qué? Ya conocemos el resultado que explica este hecho, aunque lo hemos visto formulado en
términos de maultiplos: los multiplos comunes de dos nimeros son los multiplos de su minimo
comun multiplo. Por tanto, los nimeros que son divisibles entre 2 y entre 3 (los multiplos co-
munes de 2 y 3) son los multiplos de 6 (que es el minimo comun multiplo de 2 y 3). Visto asi,
queda claro que esta situacion se puede generalizar, para ver por ejemplo cuando un namero
es divisible entre 12 (lo serd cuando es divisible entre 3 y entre 4, ya que mcm(3,4) = 12).
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Capitulo 3

Las fracciones

Las fracciones son seguramente el contenido de las matematicas de Educacion Primaria que es
origen de més dificultades de aprendizaje. No es sorprendente que sea asi, ya que la fraccién
requiere un salto de abstraccion desde el niimero natural. Creo que més importante, un mismo
objeto matematico, como la fraccién 3/5 tiene al menos estos tres significados:

1. Parte de un todo.

Este es el significado mds sencillo, y el que se suele usar
para introducir las fracciones. El todo, el total, puede ser
continuo (un objeto, como un rectangulo, o una chocola-
tina) o discreto (una coleccién de objetos, como una bol-
sa de caramelos). El caso continuo es m4s sencillo, y es el
que se usa al principio.

En la figura tenemos coloreados 3/5 del rectdngulo: he-
mos dividido el total en 5 partes iguales, y hemos colorea-
do 3 de ellas.
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2. Soluci6n a un problema de reparto (division).

Si tenemos 3 chocolatinas, y las queremos repartir (por
igual) entre 5 nifios, jcudnto tenemos que darle a cada ni-
fio? Aunque la solucion nos viene a la mente de forma na-
tural, debemos hacer el esfuerzo de ver este problema con
los ojos de un alumno que se estd iniciando en el estudio
de las fracciones, y que aiin no identifica de manera na-
tural la fraccién 3/5 con la solucién a este problema de
reparto.

;Como se podria hacer el reparto? Una soluciéon natural
seria dividir cada chocolatina en 5 partes iguales, y dar
una parte a cada nifo. Por tanto, el primer nifio recibi-
ria las partes coloreadas, que son 3/5 de chocolatina. Un
error comun es decir que esta recibiendo 3/15; este error
estd motivado por la principal fuente de confusion al tra-
tar con las fracciones, no tener clara la referencia del total,
en cada caso. El nifio recibe 3/15 (es decir, 1/5) del total de
las tres chocolatinas, que resulta ser 3/5 de chocolatina.

3. Una cantidad (un punto en la recta numérica, un nime-
ro).

El 5, el denominador, nos indica que tenemos que dividir
el intervalo unidad en 5 partes iguales. El 3, el numera-
dor, dice que tomamos 3 de esas partes. La representacion
de las fracciones en la recta numérica supone un paso de
abstraccion con respecto a la representacion como partes

g~
SR
ol w

de un todo, y se suele tratar con posterioridad (lo que me \
parece adecuado). Esta representacion de las fracciones
serd fundamental para conectarlas con el resto de los ni-
meros (naturales, decimales). También es la mejor forma
de introducir las fracciones impropias. Combinar de ma-
nera adecuada la representacion como parte de un todo'y
como punto en la recta numérica es una de las claves para
hacer un tratamiento adecuado de las fracciones.

Un error comun en nuestros libros de texto tradicionales es no variar lo suficiente la representa-
cion de las fracciones. La mayoria de los ejemplos se limitan a circulos (tartas, pizzas) divididos
en partes iguales, y quiza algunos rectangulos. En la figura[3.1]se pueden ver ejemplos variados,
ante los que se podria plantear la pregunta: ;estd sombreado 1/4 del total? ;Por qué?

La representacion de las fracciones tiene un papel fundamental en la resoluciéon de problemas.
A su vez, la resoluciéon de problemas es esencial para profundizar en la comprensién de las
fracciones. Pensemos por ejemplo en este problema de primaria:

Ejercicio 3.1. He comido 1/3 de los bombones de una caja y me quedan 12 bombones. ;Cuén-
tos bombones tenia la caja?
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Figura 3.1: ;Estd sombreado un cuarto del total?

El modelo de barras va a ser especialmente ttil para ayudarnos a resolver problemas de fraccio-
nes. El enunciado de este ejercicio estd representado en la figura[3.2] Una vez hemos lo hemos
dibujado, resulta claro que 2/3 de la caja son 12 bombones, por tanto cada tercio son 6 bombo-
nes, y la caja tiene un total de 18 bombones.

<>

12 bombones

Figura 3.2: Modelo de barras para el ejercicio|3.1

En este momento ya estamos listos para contestar la tercera de las cuestiones que planteamos
en la introduccién. Era esta:

Ejercicio 3.2. Luis y Marta tienen la misma cantidad de dinero. Organizan una fiesta juntos,
y Luis gasta la mitad de su dinero en organizarla. Como Marta ha invitado a més amigos, ella
gasta 3/4 de su dinero en la organizacion. ;Qué fraccion del total del dinero que tenian entre los
dos han gastado en organizar la fiesta?

Un error comun en este ejercicio es contestar que como Luis ha gastado 1/2, y Marta ha gastado
3/4, entre los dos han gastado 1/2 + 3/4 = 5/4. La causa de este error es no darse cuenta de que
Luis ha gastado 1/2 de su dinero, y Marta 3/4 del suyo, mientras que nos preguntan por la frac-
cién del total que han gastado. Si representamos los datos como hemos hecho en la figura3.3]
la situacién es mucho mas clara, y es mds sencillo darse cuenta de que la mitad del dinero de
Luis corresponde a 1/4 del total, el dinero que ha gastado Marta corresponde a 3/8 del total, y
por tanto entre los dos han gastado 5/8 del total.

Luis

Marta

Figura 3.3: Modelo para el ejercicio
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3.1. Fracciones. Primeros conceptos

Desde el punto de vista formal, para lo que nos ocupa sera suficiente definir una fraccién como
una expresion de la forma a/b, donde a y b son numeros naturales. a es el numeradory b
es el denominador. Aunque el denominador se representa como un nimero, no es realmente
un nimero, sino que juega el papel de unidad. Cuando hablamos de “tres quintos”, el término
“quintos” se refiere a la unidad que estamos considerando, y que en este caso corresponde a
dividir el total en 5 partes iguales. Por su parte, el numerador si juega el papel de niimero que
designa cantidad. En el caso de “tres quintos” tomamos 3 de esas unidades.

Es posible que este detalle no se trabaje lo suficiente en el tratamiento de las fracciones. Cuan-
do un alumno comete el error basico de sumar denominadores al hacer }1 + % = %, lo que esta
haciendo es ver los denominadores como ntmeros, y hacer con ellos lo que venia haciendo
anteriormente cuando aparecia el simbolo +. La expresion “1 cuarto + 1 tercio” para la suma
anterior deja mucho mas clara la situacién, y la imposibilidad de sumar cuartos y tercios. No
estoy proponiendo cambiar la notacién de las fracciones, simplemente tener este detalle pre-
sente, pues podria ser util para ayudar a los alumnos con dificultades de aprendizaje.

3.1.1. Fracciones equivalentes

Comprender de manera adecuada el concepto de fracciones equivalentes es fundamental para
poder avanzar en el estudio de las fracciones, tanto para entender que las fracciones represen-
tan una cantidad (dos fracciones equivalentes son dos formas distintas de expresar la misma
cantidad) como para operar con ellas (para compararlas, sumarlas o restarlas lo necesitare-
mos). Por tanto, es fundamental trabajar la comprensién del concepto y no limitarse a exponer
el procedimiento numérico que se puede usar para hacer la comprobacién, el “dos fracciones
son equivalentes cuando al multiplicar sus términos en cruz obtenemos el mismo resultado”.

La mejor forma de entender qué significa que dos fracciones sean equivalentes es representan-
do las fracciones. En la figura[3.4lvemos tres representaciones posibles de las fracciones 2/3, 4/6
y 6/9: con circulos, con rectangulos (barras), y en la recta numérica. Los circulos son la herra-
mienta mds usada en nuestras aulas, pero como hemos comentado anteriormente es impor-
tante ver también la representacion de las fracciones en la recta numérica. La representacion
con rectdngulos es una buena herramienta para hacer mas fécil pasar de una representacion a

la otra.
I + —_—
s 1 1 251
] + + + —
0 4/6 1

@ @ % vo T 1]
2/3 4/6 6/9

I + + + + +
oo [T 1] oo 1

(==}

Figura 3.4: Fracciones equivalentes.

El muro de fracciones, que se muestra en la figura[3.5/es un recurso muy ttil para trabajar varios
conceptos relacionados con las fracciones, entre ellos el de fracciones equivalentes. Recortando
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las tiras correspondientes a las diferentes fracciones, o usando alguna de las versiones comer-
ciales de este recurso, se pueden plantear actividades en las que el alumno ve las fracciones y
sus propiedades.

Estos son ejemplos de algunas de las preguntas que podriamos plantear usando el muro de
fracciones antes de tratar el procedimiento (la “cuenta”) que resuelve esa pregunta en el caso
general:

1. Compara las siguientes fracciones:

a) 2 3 b) 3 3 9 5 6
5y5 5y4 6y7
1 1
2. Calculala suma — + —.
2 3

3. Completa los recuadros en las siguientes igualdades:

2 | ] 6 3 1 [ ]
a) == b) -=— € -==
5 10 8 [ | 2 8
1
1 1
2 2
1 1
3 3 3
1 1 1 1
i i i i
1 1 1 1 1
5 5 5 5 5
1 1 1 1 1
5 5 5 5 5
1 1 1 1 1 1 1
7 7 7 7 7 7 7
1 1 1
8 8 8
1 1 1 1 1 1 1 1
5 5 5 s s 5 5 5 5
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 10 [0 10 0 10 [0 10 0 10
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2| 2| 2|l 2|zl e|le|e|2|2|2|®n

Figura 3.5: Muro de fracciones.

Una vez que el alumno ha trabajado de forma adecuada ejemplos como los anteriores estd en
condiciones de entender la propiedad general: “ si el numerador y el denominador se multi-
plican (o se dividen) por el mismo ntmero, la fraccién que se obtiene es equivalente”. En la
figura[3.6/se muestra un ejemplo, que se puede interpretar de esta forma:

= si en la fraccion % agrupamos de cinco en cinco (de abajo hacia arriba en la figura), lo

que se obtiene es
10 10:5 2

15 15:5 3
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A este proceso se le llama simplificar 1a fraccion. En general, es recomendable trabajar
con fracciones en la forma lo mas simplificada posible, ya que esto las hace més faciles
de interpretar. El procedimiento para simplificar fracciones es claro: buscamos un divisor
comun del numerador y el denominador, y dividimos ambos términos por él. Cuando el
numerador y el denominador de la fraccion no tienen divisores comunes, la fraccion se
llama irreducible, no hay otra fraccion “mads sencilla” que sea equivalente a ella.

= si en la fraccién % dividimos cada parte en cinco (de arriba hacia abajo en la figura), lo

que se obtiene es

2 2x5 10

3 3x5 15
Este proceso, el inverso de la simplificaciéon, puede parecer inttil en este momento, ya
que nos produce fracciones mds grandes, y més dificiles de interpretar, pero serd muy
importante cuando lleguemos a la suma de fracciones. Aunque no es en absoluto nece-
sario darle nombre a todo, en nuestros libros de texto a este segundo proceso se le suele
conocer como “amplificacion” (nosotros no usaremos esta terminologia, no serd necesa-
ria).

2

3 | | | |
x5 +5

10

15 CEEP T (o]

Figura 3.6: Fracciones equivalentes: propiedad.

3.1.2. Comparacion de fracciones

Aunque ya ha surgido de manera natural algtn ejercicio de comparacion de fracciones, merece
la pena detenerse en el tema y hacer alguna observacion adicional. Hay varias formas de com-
parar fracciones, y es muy util explorarlas todas, sin reducirlo todo al procedimiento general
(que serd el “reducir a comiin denominador”). En orden creciente de dificultad (conceptual) y,
por tanto, en orden en que se deberian presentar, estas son las opciones:

1. Fracciones con el mismo denominador. Es el caso més sencillo, y haber entendido la idea
basica de fraccion es suficiente para darse cuenta de que, como el denominador (la uni-
dad) es la misma, el numerador mayor dice también qué fraccién es mayor.

2. Fracciones con el mismo numerador. En el ejemplo anterior, cuando nos pedian compa-
rar % y %, ya nos podemos haber dado cuenta de la idea general: como 1/5 es menor que
1/4 (estamos dividiendo el total en mds partes que son, por tanto, menores), si tomamos
tres veces 1/5 serd menor que tomar tres veces 1/4. Se trata, evidentemente, de entender
este razonamiento para poder aplicarlo cuando sea necesario, no de aprenderse la receta
“silos numeradores son iguales, la fraccion mayor es la que ...".
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3. Comparacion con otra fraccion.

En algunas situaciones la comparacién con otra fraccién conocida puede ser suficiente

para ver qué fraccion es mayor sin hacer ninguna cuenta. Supongamos que tenemos que

comparar las fracciones = V15 17 Deberia ser facil darse cuenta de que % < % (y seria util

que el lector pensara un argumento para convencer de ello a un alumno que no lo ve), y
9

que = > 5. Por tanto, ﬁ <1

En otras situaciones podremos comparar fracciones con razonamientos similares al usa-
do para comparar 5/6 y 6/7 en el ejercicio anterior. Por ejemplo, supongamos que nos
piden comparar y 15 Hacer el dibujo con el modelo de barras y la representacion ex-
plicita de las fraccmnes resulta ya demasiado laborioso. Si representamos las fracciones
en la recta numérica, y damos un paso mds de abstraccion y usamos la recta numérica
vacia, tenemos la situacién que se represent en la ﬁgura comod=1-LyR=1-5,
y como 16 12, podemos concluir que = < = Este razonamlento es interesante, sobre
todo, porque nos hace reflexionar sobre las fracc1ones La mejor manera de asegurarse de
que se ha entendido es tratar de generalizarlo, por ejemplo, a comparar Is fracciones g y

ﬁ. (Indicacion: la misma figura puede servir de guia, cambiando solo las fracciones).

4. Reduccién a comun denominador.

Ya que comparar fracciones es ficil cuando tienen el mismo denominador, se pueden
buscar fracciones equivalentes a las dadas que tengan el mismo denominador. Es el pro-
cedimiento mds general, vélido para todos los casos. Es también el procedimiento mas
mecdnico, en el que no es necesario reflexionar mientras se aplica, y que por tanto me
parece el menos util si el objetivo de hacer los ejercicios es mejorar la comprension de las
fracciones.

Figura 3.7: Comparacion de fracciones.

3.1.3. Fracciones impropias

Se dice que una fraccién es propia cuando el numerador es menor que el denominador. Al
principio es con las que se trabaja, pues es con ellas con las que tiene sentido la idea de que una
fraccion es la parte de un todo. Cuando el numerador es mayor (o igual) que el denominador,
estaidea de “parte de un todo” deja de tener sentido. Es importante darse cuenta que el paso ala
situacién en que el numerador es mayor (o igual) que el denominador, las fracciones impropias
supone un salto conceptual que hay que trabajar de manera adecuada. Después de haberse
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planteado repetidamente situaciones del tipo “he comido 3/4 de la tarta", o “he calculado los
2/3 de 24”7, hay que darse cuenta de que decir “he comido 5/4 de ;la tarta?.c “he calculado los
4/3 de 24” pueden plantear dificultades al alumno.

Creemos que la mejor herramienta para entender las fracciones impropias es la recta numérica.
Por tanto, antes de empezar el estudio de las fracciones impropias deberiamos haber trabajado
convenientemente la representacion de las fracciones propias en la recta numérica. Si hemos
entendido que para representar la fraccion 3/4 lo que hacemos es primero darnos cuenta de
que 1/4 corresponde a dividir el intervalo (0,1) en cuatro partes iguales, y luego tomamos tres
de esas partes, para representar la fracciéon 9/4 tenemos que hacer exactamente lo mismo, to-
mando ahora nueve de esas partes (figura[3.8). De esta manera también es facil entender que

1—2+1 (3.1
4_ 4. .

4
+-+
4

O
IR

Ahora ya podemos hablar de que hemos comprado 9/4 de pizza (aunque sea una compra poco
habitual, ciertamente), o que hoy hemos bebido 9/4 de litros de agua.

Un pequeiio comentario sobre los ntimeros mixtos. La expresion 2+ ;11 se puede escribir también
2}1 (sin ningtn signo entre el entero y la fraccion). A estos numeros se les llama niimero mixtos.
Estdan en nuestro curriculo, pero su estudio me parece claramente prescindible. Por supuesto
que es importante entender la fraccion % como 2 + i, pero ahorrarse el signo “+” y escribir-
lo como 2% tiene mds inconvenientes que ventajas. En el mundo anglosajon el estudio de los
numeros mixtos sigue estando presente, ya que se usan en la vida cotidiana por el sistema de
medidas imperial, pero en nuestro entorno ha desaparecido. Esta serd la tltima menci6n a los
numeros mixtos (en el sentido de escribirlos sin el signo “+” entre la parte entera y la fraccio-

naria) en este texto.

Igual que en situaciones parecidas, no debemos apresurarnos a presentar en el aula de Prima-
ria el procedimiento general para escribir cualquier fraccién impropia como una parte entera'y
una parte fraccionaria (que serd una fraccién propia). De hecho, no esté claro que sea necesa-
rio hacerlo, ya que no es f4cil encontrar una justificacién para el uso de una fraccién como, por
ejemplo, %. Esté claro que en este caso la representacion en la recta numérica serd un proce-
dimiento tedioso, pero la expresion (3.1) nos da la pista de como proceder: tenemos que hacer
grupos de 4, pues cada grupo de 4 serd una unidad. Por tanto, la divisién 53 = 13 x4+ 1 nos dice
que
53

1
—=13+-.
4 4

| w

| ©

Figura 3.8: Fracciones propias e impropias en la recta numérica.
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3.2. Suma (yresta) de fracciones

La suma de fracciones con el mismo denominador es una operaciéon que deberia resultar sen-
cilla si se ha trabajado bien el significado de fraccion. Naturalmente, la suma de fracciones se
debe introducir con el apoyo visual o de materiales adecuado. En la figura[3.9}a vemos la repre-
sentacion grafica de “si coloreamos de verde 1/8 del total y coloreamos de azul 3/8 del total,
;qué fraccion del total hemos coloreado?”.

1+3_4_1 5 3 2 1
8 8 8 2 8 8 8 4
a) b)

Figura 3.9: Suma y resta de fracciones con el mismo denominador.

La resta de dos fracciones con el mismo denominador se debe tratar en paralelo, igual que se
hizo en su momento la sumay la resta de nimeros naturales. En la figura[3.9|b hemos represen-
tado una situaciéon como esta: “Luis ve en la mesa 5/8 de tarta y se come 3/8 de tarta, jcudnta
tarda queda?”.

Una observacion importante en este momento es insistir en que, cuando se suman (o se restan)
fracciones, hay que prestar atencién a que ambas se refieran al mismo total, para evitar errores
como el que comentamos en el ejercicio[3.2] Esto es especialmente importante en la resolucién
de problemas, y en la introduccién de la suma, cuando las fracciones se han tratado fundamen-
talmente como parte de un todo, y ver las fracciones en la recta numérica puede estar todavia
no suficientemente trabajado.

3.2.1. Distinto denominador

Estamos ante una de las situaciones en las que me parece especialmente importante hacer
al alumno consciente del problema antes de darle la soluciéon. Lo ideal es que el ejemplo sea
suficientemente sencillo para que los alumnos puedan darse cuenta del problema que tene-
mos cuando los denominadores son distintos, con el apoyo visual o de materiales adecuado. Es
importante trabajar esta situacion con distintas representaciones de las fracciones. En la figu-
ra aparece la representacion de la suma % + i con el circulo y también con el rectdngulo (la
“barra”). Como ya hemos trabajado las fracciones equivalentes, la alternativa de expresar 1/2
como 2/4 saldré de forma natural.

La idea fundamental de la suma de fracciones es que debemos buscar fracciones equivalentes
que tengan el mismo denominador. Una forma de que esto quede mds claro es que el alumno
se centre, al principio, en esa parte del problema. Para conseguir esto, le podemos dar resuelta
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N =
Ll

Figura 3.10: Un primer ejemplo de suma con distinto denominador.

la tarea de buscar ese denominador comiin, como en estos ejemplos, en los que debe encontrar
los numeradores:

_L

==+
6

3 L

2
+-=—+
5

+ _—=
10 10

a) = b)

10

|~

wl N
|

En este momento estamos ya en condiciones de plantear una suma como % + %, ante la que el
alumno puede darse cuenta de que el denominador comtin buscado debe ser un miltiplo de
los denominadores. Una forma sencilla de encontrar ese multiplo comtn puede ser considerar
el producto de los denominadores, como en este ejemplo;

1 1 6 4 10 5

—t-=—t—=—=—.
4 6 24 24 24 12

Es verdad que, si los nimeros crecen, o si tenemos que sumar mas de dos fracciones, este pro-
cedimiento puede dar lugar a denominadores grandes, y puede ser recomendable introducir la
idea del menor de los denominadores posibles, es decir, el minimo comtn multiplo. Pero cree-
mos que el uso del minimo comuin multiplo para la suma de fracciones no deberia incluirse en
la etapa de Primaria, pues esto nos permitiria centrarnos en la idea de buscar un denomina-
dor comun. Para que los nameros no se hagan demasiado grandes existe otra alternativa, y es
proponer ejemplos con denominadores adecuados. En la figura[3.11]podemos ver las sumas de
fracciones més complicadas que se tratan en la Educacién Primaria en Singapurﬂ

y 2. 3 _
== ) g+ o=

Figura 3.11: Sumas de fracciones en 5° de Primaria en Singapur.

Es muy posible que el lector esté pensando que estas sumas de fracciones son “muy sencillas”,
y seguramente lo son, comparadas que las que se ven en muchas de nuestras aulas, al final
de la etapa de Primaria. Me parece un buen ejemplo de como en Espafia dedicamos tiempo

!La etapa de Educacién Primaria en Singapur consta de seis cursos, y los alumnos empiezan a los 6 afos.
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y esfuerzo a los procedimientos rutinarios mas técnicos. En Singapur, en cambio, limitan esos
procedimientos y ponen mucho mds énfasis en la resolucién de problemas. Como ejemplo,
terminamos esta seccion con el siguiente problema, tomado de la prueba final de Primaria de
Singapur. El problema debe resolverse con métodos de Primaria, es decir, sin édlgebra.

Ejercicio 3.3. Luis y Nuria hicieron tarjetas durante dos dias. El sdbado Nuria hizo 19 tarjetas
mads que Luis. El domingo, Nuria hizo 20 tarjetas, y Luis hizo 15. Al acabar los dos dias, compro-
bamos que Nuria hizo 3/5 del total de las tarjetas. ;Cudntas tarjetas hizo Luis?

En los siguientes enlaces se puede ver la prueba externa que hemos mencionado completa.
Puede ser una buena forma de hacerse una idea mas precisa de la diferencia de enfoque.

m https://masideas-menoscuentas.com/2017/01/29/una-prueba-final-de-primaria-de-singapur/

= https://masideas-menoscuentas.com/2017/02/12/prueba-final-de-primaria-de-singapur-ii/

3.3. Multiplicacion de fracciones

Desde el punto de vista procedimental, la multiplicacién de fracciones es la operacion mas
sencilla, no hay mds que multiplicar los numeradores y los denominadores. De hecho, no es
raro ver en nuestras aulas que, para calcular 5 x % se escribe % X % El problema de este enfoque es
que muchos alumnos no entienden qué significa multiplicar dos fraccionesy, por tanto, es muy
posible que no sepan interpretar la operacion de manera adecuada cuando llegue la resolucion
de problemas.

Veamos un enfoque mds gradual, donde consideramos primero los casos en que uno de los
factores del producto es un nimero natural, y con el que se intenta dejar claro que la multipli-
cacion de fracciones es la extension de la ya conocida multiplicacién de nimeros naturales.

1. El primer caso que tratamos, el mds sencillo, es cuando el multiplicador es un niimero na-
tural, es decir, una expresion como 5 x 2 leida “cinco veces dos tercios”, o % x 5, leida “dos
tercios multiplicado por cinco”. En ambos casos, el significado es claro, se trata de sumar 2/3
cinco veces, Por tanto (con la primera interpretacion)

2 2 2 2 2 2 10
S5X—=—+—-+-—+-+-=—,
3 3 3 3 3 3 3
Estamos ante un caso en el que verbalizar adecuadamente la expresion simbdlica es sufi-
ciente para que nos demos cuenta de qué estamos haciendo.

Por supuesto, la multiplicacién seguird siendo conmutativa, y el resultado de las expresiones
“cinco multiplicado por dos tercios” y de “dos tercios de cinco” serd el mismo, pero esto no
es tan facil de ver, y es preciso proceder de forma cuidadosa si queremos que los alumnos
entiendan el porqué.

2. El siguiente paso es una expresion como % x 12. Este es uno de los momentos en que queda
clara la utilidad de haber interpretado la multiplicacién como “veces”. Si lo hemos hecho,
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resulta natural leer aqui “un tercio de doce”. Por tanto, % x12 = 13—2 = 4. Por supuesto, en este
primer ejemplo hemos tenido el cuidado de considerar el 12, divisible entre 3. El significado
de la expresion “multiplicar por un tercio” puede resultar bastante menos claro, y hemos de
recurrir aqui a lo ya trabajado con la multiplicacién de nimeros naturales. En particular, es
muy importante entender que multiplicar por % es equivalente a dividir entre 3.

Este significado de la multiplicacién por una fraccion se suele conocer con el nombre de
fraccion de una cantidad. Dando un paso mds en el nivel de abstraccion (que creemos inne-
cesario) en muchos textos de secundaria se habla de la fraccion como operador. Es correcto,
por supuesto, pero también el nimero 2 es un operador cuando hablamos de “el doble de
7”7, y no es necesario recurrir a esa terminologia. El problema cuando usamos estos términos
es que pueden dar la imagen de que todo es mds complicado de lo que en realidad es. Si he-
mos entendido que “un tercio de un rectdngulo” se obtiene dividiendo el rectdngulo en tres
partes iguales, y tomando una, y hemos entendido la multiplicacién 2 x 5 como “dos veces
cinco’, interpretar la expresion % x 12 como “la tercera parte de doce”, o “un tercio de doce”,
resulta muy natural, y deja claro como proceder al célculo.

3. Elsiguiente paso consiste en considerar la situaciéon en que el multiplicando no es multiplo
del denominador del multiplicador, es decir, una expresién como % x 5, interpretada como
“un tercio de cinco”. En este momento, ya sabemos que esta expresion es equivalente a divi-
dir 5 entre 3, y (si no lo hemos hecho antes) es el momento de detenernos para comprobar
este significado de la fraccion 5/3.

Seguramente estamos tan acostumbrados a esta interpretacién que no valoramos lo sufi-
ciente su dificultad. Volvamos por un momento a interpretar la fraccién 2/3 como parte de
un todo, que es el significado que usamos para introducir las fracciones: el total lo dividimos
en tres partes iguales, y tomamos dos de ellas (como en la figura[3.12]a). La divisién 2 + 3
corresponde a una situacion distinta: tenemos dos chocolatinas que queremos repartir (por
igual) entre tres nifios. Lo que hacemos es dividir cada chocolatina en tres partes iguales,
y darle una a cada nifio. Por tanto, cada nifio recibe 2/3 de chocolatina, como se ve en la

figura[3.12]b).

Wil

a) b)

Figura 3.12: La fraccién como division: partes de un todo.

En la expresion % x 5 (interpretada como “un tercio de cinco”), en la que el resultado es una

fraccion impropia, podemos recurrir a la representacion en la recta numérica, como se ve en

la figura En ella vemos que % x5 = % También es el momento adecuado para comprobar

que la multiplicacién sigue siendo conmutativa, y que “un tercio de cinco” resulta ser “cinco
veces un tercio”.
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1
—x5=5+3 I
3 0

wl o

Figura 3.13: La fraccién como divisién en la recta numérica.

En este momento merece la pena detenerse un momento para darnos cuenta de que hemos
visto que “multiplicar por 1/n es equivalente a dividir entre n”. Este hecho, que conecta la
multiplicacion y la division, serd importante en el futuro.

4. Ahora que ya sabemos co6mo interpretar % x5 (“un tercio de cinco”) y coémo calcularlo, resulta
sencillo dar el paso a % x 5 (“dos tercios de cinco”), que serd “dos veces un tercio de cinco’, es
decir, 2 x 2 = 10

373"

Para el célculo de “dos tercios de cinco” en algunos libros de texto aparece la instruccion “pa-
ra calcular 2/3 de 5 se multiplica por 2 y se divide entre 3”. Como ya hemos comentado en
algunas ocasiones, la forma de verbalizar un procedimiento matemaético es importante, por-
que puede ayudar ala comprension o, como en este caso, hacerla mas dificil. La intencion de
multiplicar antes que dividir es clara, eliminar la “dificultad” de dividir 5 entre 3. Pero resulta
en un procedimiento cuyo significado es “la tercera parte del doble de 5”, muy alejado se-
manticamente del calculo inicial, “dos tercios de cinco”. Por ello, esta forma de verbalizar el
célculo nos parece poco conveniente. Ademas, si la cantidad es un multiplo del denomina-
dor, también desde un punto de vista puramente operativo resulta ventajoso hacer primero
la division.

5. Finalmente, ya estamos en condiciones de ver el caso general, multiplicando dos fracciones.
El modelo de 4rea serd la mejor forma de comprobar cémo la multiplicacion de fracciones
generaliza la multiplicacion de dos niimeros naturales. En el modelo de érea, la multiplica-
cién 5 x 4 se interpreta como el drea (o los cuadrados unitarios), de un rectangulo de base
5y altura 4 (formado por 5 filas de 4 cuadrados). Si ahora tenemos un rectangulo R de base
3/4 y altura 2/5, como el que se muestra en la figura ;cudl sera su area? Dividiendo el
cuadrado unidad en cuatro partes iguales con rectas verticales (para tomar la base 3/4) y en
cinco partes iguales con rectas horizontales (para tomar la altura 2/5), vemos que el cuadra-
do ha quedado dividido en 4 x 5 rectangulos iguales (el producto de los denominadores), y
que 3 x 2 de ellos (el producto de los numeradores) corresponden al rectingulo R. Por tanto,
el drea del rectdngulo de base % y altura %, que como vemos es % debe ser el producto de las
fracciones % y %, es decir,

w
X
\S]

20

6

= w
X
ol
|
I
X
[&)]

6. Ademads de la interpretacion del producto de fracciones dada en el punto anterior, es tam-
bién fundamental entender que el producto de fracciones corresponde también al cdlculo de
la fraccidon de otra fraccién, como “2/5 de 3/4”. Para ello, tomamos 3/4 del cuadrado unidad,
como hemos representado en la ﬁguraa), donde los 3/4 estan sombreados. A continua-
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2/5

Figura 3.14: Multiplicacion de fracciones: modelo de érea.

cion, dividimos la regién en cinco partes iguales y tomamos dos de ellas (las rayadas en la
ﬁgura b). Por tanto, “2/5 de 3/4” serd igual a % X ?—1 = %.

Es sencillo comprobar que 3/4 de 2/5 es lo mismo que 2/5 de 3/4, razonando directamente,
es decir, sin necesidad de recurrir a la multiplicacién de fracciones, que ya sabemos que es
conmutativa. Para ello, lo tinico que hay que hacer es un dibujo andlogo al de la figura[3.15
Si tomamos la precaucion de hacer la primera division, la correspondiente a 2/5, con rectas
horizontales, entonces la representacion de los 3/4 de 2/5 que obtenemos sera exactamente
igual que la anterior.

; : \
0 3/4 1 0 3/4 1

a) b)

Figura 3.15: Fraccion de una fraccion.

Es este un buen momento para detenerse sobre un detalle que puede crear dificultades. Mu-
chos alumnos han oido que “cuando se multiplica, el producto es mayor que los factores”.
Como sabemos, cuando se multiplican dos fracciones propias, el resultado es menor que las
fracciones. Cuando se entiende la multiplicacién de fracciones, en particular, la interpreta-
cion como “fraccion de otra fracciéon”, queda claro el porqué.

Un ultimo comentario: el tratamiento que hemos visto se puede adaptar de manera sencilla
cuando aparecen fracciones impropias. Quizd lo més conveniente para darle significado al
producto sea descomponerlas, e interpretarlas como una parte entera y una fraccién propia.
Por ejemplo, ;qué significa “siete quintos de tres cuartos”?:

X

aln
B~ w

XZ:(1+§)XZ:Z+

ol
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3.4. Division de fracciones

Para la division de fracciones vamos a seguir la misma idea que con la multiplicacién, presen-
tando los diferentes casos segin su complejidad.

1. El caso mas sencillo es cuando el divisor es un namero natural, y ademds el numerador
de la fraccién es un multiplo del divisor, como en este problema:

Dos amigos se reparten (por igual) 4/5 de una tarta. ;Cudnta tarta come cada
amigo?

Sin mds que verbalizar este cdlculo de manera adecuada: “cuatro quintos dividido entre
dos", la solucion es evidente, “dos quintos”, es decir, % (2= % Obsérvese que esta forma
de calcular es mucho més facil de entender que si usamos un procedimiento general pa-
ra dividir fracciones, sea cual sea, y esto siempre tiene sus ventajas en la resolucién de
problemas.

2. ;Qué ocurre ahora si son tres amigos, en lugar de dos? La cuenta que tenemos que hacer
es “cuatro quintos dividido entre tres", es decir, % : 3. Las fracciones equivalentes vienen
de nuevo en nuestra ayuda: 4 no es multiplo de 3, pero siempre podemos expresar una
fraccion de manera que el numerador sea multiplo de 3, en este caso, o de cualquier otro
numero. Por tanto, podemos hacer lo siguiente:

4 12 4

-:3=—:3=—.

5 15 15
En este cdlculo nos hemos topado con una propiedad que serd 1til en etapas posteriores,
por ejemplo en el manejo de fracciones algebraicas: dividir el numerador de una fracciéon
es equivalente a multiplicar su denominador.

3. En el siguiente paso, ya consideramos una fraccién en el divisor, pero de la forma 1/n,
como en estos ejemplos:

a) Un grupo de amigos compra dos pizzasy cada uno se come 1/3 de pizza. ;Cuédn-
tos amigos eran en el grupo?

b) ;Cudntas botellas de 1/4 de litro podemos rellenar con una garrafa de 3 litros de
agua?
Cuando el divisor es una fraccion el sentido de la divisién no puede ser el de reparto (no
se puede “repartir entre 1/3”), sino el sentido de “agrupar”, de “cudntas veces cabe el di-
visor en el dividendo”. En la figura tenemos representaciones para las dos preguntas

anteriores.

a) Como cada pizza tiene tres tercios, en dos pizzas habra 6 tercios:
1
2:—=2x3=6.
3
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b) Como con 1 litro de agua podemos rellenar 4 botellas, con 3 litros de agua podremos
rellenar 12 botellas:

3:—=3x4=12.

NI

En este proceso estamos descrubriendo que dividir entre 1/ n es equivalente a multiplicar
por n, una propiedad importante en el manejo de expresiones matematicas.

< 37 >

4 3+-=3x4=12

=

1
2+—-=2x3=6
3

Figura 3.16: Dividir entre 1/n.

4. Nos planteamos ahora una divisién como 5 : 2, por ejemplo, con la pregunta: si tenemos
5 litros de agua, jcudntas botellas de 2/3 de litro podemos rellenar? En la figura [3.17a
hemos resuelto el problema graficamente, contando 2/3 para cada botella. Vemos que se
llenan 7 botellas completasy, con el tercio de litro que nos sobra, podemos rellenar media
botella adicional. Por tanto, con 5 litros de agua llenamos 7 botellas y media.

Para ver como podemos hacer el cédlculo en general, podemos considerar el caso en que
tenemos 1 litro de agua, representado en la figura b. En este caso podemos rellenar

1 botella y media. En notacién simbdlica: 1: % = % Animamos al lector a que compruebe,

con un dibujo, que 1: ?—1 = % yquel: % = % Esta propiedad es cierta en general: 1: = b

a
para cualesquiera numeros naturales ay b.

Ya podemos terminar el calculo de las botellas que llenamos con 5 litros: si con 1 litro
llenamos 3/2 botellas (es decir, una botella y media), con 5 litros llenaremos 5 veces 3/2,

es decir,
3 15

5:5=5x-=—=7+
2

Wil

Que el dividendo sea un numero natural no juega ningin papel en este razonamiento, si
hubiéramos tenido 5 litros y medio, la cuenta seri

Hemos deducido el siguiente procedimiento general para dividir entre una fraccién: dividir
entre  es equivalente a multiplicar por %, es decir, la fraccion “dada la vuelta”, que se llama
fraccion inversa. Por supuesto, este procedimiento es equivalente al tradicional en Espana, de
“multiplicar en cruz”. Sin embargo, nos parece mds conveniente, ya que se puede entender su

2Esperamos que el lector ya entienda sin problemas la fraccién 11/2 como 5y medio.
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< 5¢ > <~ 10—
<>
1 bot
a) b)

Figura 3.17: Dividir entre una fraccion, caso general.

funcionamiento. Ademads, incluso si no se entiende, la receta memoristica “invierte y multipli-
ca”, funciona mejor que la multiplicacién en cruz, ya que evita el error de intercambiar nume-
rador y denominador en el resultado.

Un ultimo comentario sobre la relacion entre la divisién de fracciones y la divisién con resto
estudiada en el tema anterior. Comparemos estas dos expresiones:

(1)
2)
La primera nos dice que, con 51 de agua podemos rellenar 7 botellas y media de 2/3 de litro. La

segunda, nos dice que con 5 litros rellenamos 7 botellas de 2/3 de litro y nos sobra 1/3 de litro
(con ese tercio que sobra, llenamos media botella, y recuperamos la solucion de (1)).

3.4.1. Reduccion a comun denominador

Reducir a comtn denominador también puede ser una buena estrategia para entender la divi-
sion de fracciones. Comparemos estas dos preguntas:

a) ;Cudntas veces cabe 2/3 en 5?, o jcudntos 2/3 hay en 5?

b) ;Cudntas veces cabe 2/3 en 15/3?, o jcudntos 2/3 hay en 15/3?

Terminamos con un ejemplo de este procedimiento para dividir fracciones, animamos al lector
a que lo interprete haciendo un dibujo:

3.4.2. Unailtima visita a las fracciones equivalentes

Una vez vista la division de fracciones ya estamos en condiciones de entender el criterio mas co-
mun para determinar si dos fracciones son equivalentes, el de “multiplicar en cruz”. La “receta”
dice que las fracciones a/by c/d son equivalentes si a x d = b x c. ;Por qué? Que dos fracciones
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son equivalentes quiere decir que representan la misma cantidad. En ese caso, al dividir una
entre la otra (no importa el orden) el resultado debe ser 1. Por tanto,

a ¢ _a d_axd

l=—:i—=—x—=
b d b ¢ bxc

— axd=bxc.

Este criterio es el més eficiente desde el punto de vista de que reduce el problema a un sencillo
célculo, y es el mds recomendable cuando las fracciones son “complicadas”. Sin embargo, para
que el alumno de primaria entienda en profundidad el significado de fracciones equivalentes
creemos recomendable limitarse a trabajar con fracciones que se puedan estudiar con métodos
que sean mds “transparentes”, en los que se vea mejor el significado del concepto de fracciones
equivalentes.

3.5. Dos resultados sobre numeros racionales

Terminamos el estudio de las fracciones con dos resultados tedricos. El conjunto de nimeros
racionales, que en matematicas se denota por Q, (laletra “Q” viene de “quotient”) es el conjunto
de ntiimeros que se pueden obtener como cociente de otros nameros “mads sencillos”, es decir,
el conjunto de los nimeros que se pueden expresar en forma de fraccion.

Una propiedad fundamental que distingue a los nimeros racionales de los naturales es que no
existe el siguiente de un numero racional. De forma mds precisa, en  podemos considerar la
relacion de orden < andloga a la de los nimeros naturales: a < b si b—a > 0. En la recta numéri-
ca, a es menor que b si a estd alaizquierda de b. Cualquier niimero natural n tiene su siguiente
(que es el menor de todos los ntimeros naturales mayores que 7). El siguiente de 3 es 4 y, en ge-
neral, el siguiente de n es n + 1. Esta propiedad, muy intuitiva, es de hecho fundamental en los
numeros naturales, y junto con la existencia del primer elemento (el 1), son las propiedades mas
importantes de la lista que caracteriza al conjunto de los nimeros naturales cuando se estudian
de forma axiomadtica, y que se conocen como axiomas de Peano. Pues bien, si nos preguntamos
por el nimero racional siguiente a 1/2, nos daremos cuenta de que no existe; de hecho, entre
dos numeros racionales, por parecidos que sean, siempre podremos encontrar otro nimero

racional (de hecho, podremos encontrar infinitos nimeros racionales).

Supongamos que nos piden encontrar un nimero racional que esté entre % y %. Podriamos

expresarlas con un denominador comun, y encontrar una fraccion entre ellas dos de esa forma,
pero también se puede recurrir a la media aritmética. Si a'y b son dos nimeros cualesquiera,
%(a + b) es un ntimero que esta entre ellos. Por tanto,

1(12+13)_437
2117 18/ 612

s 12 13
es una fraccién mayor que {5 y menor que 5.

Claramente, este procedimiento se podria repetir indefinidamente (buscando en el siguiente
paso una fraccién entre a y la media aritmética calculada, y entre éstay b, y asi sucesivamente),
para obtener no solo uno, sino infinitos niimeros racionales entre los dos dados.

Esta propiedad, en la recta numérica, nos dice que entre dos puntos de la recta, por cercanos
que estén, hay infinitos nimeros racionales. Vistas asi las cosas, es natural pensar que todos los
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numeros van a ser racionales. Sin embargo, esto no es cierto, y el siguiente resultado nos dice
que hay niimeros “sencillos” que no son racionales.

Teorema 3.1. v/2 no es un niimero racional.

Demostracion. La idea de la demostracion es la siguiente: vamos a empezar suponiendo algo,
y a razonar a partir de esta suposicion. Si de esta forma conseguimos deducir algo que es im-
posible, o contradictorio, habremos demostrado que la suposicién del principio es falsa. Esta
técnica de demostracién matematica se conoce como reduccion al absurdo. Para intentar que
el razonamiento quede mds claro vamos a separarlo en diferentes pasos.

1. Empezamos suponiendo que v2 si es un nimero racional, y que, por tanto, podemos
escribirlo como una fraccién. Un detalle que serd importante: la expresién en forma de
fraccion la hacemos irreducible. Por tanto, tenemos

V2 = g (con Z irreducible). (3.2)

2. Elevando al cuadrado la igualdad , obtenemos que p? = 2g?, de donde se deduce que
p? es un niimero par.

3. Como p?, sabemos que p también es par (porque si p fuera impar, p? seria también im-
par). Como p es par, es el doble de otro nimero natural, es decir, sabemos que p = 2k
para algin nimero natural k.

4. Escribiendo que p = 2k en la igualdad p? = 24 se obtiene

Qk)?=2q*> — 4k*=2¢° — qg*=2k*

5. De la tltima igualdad de la linea anterior se deduce que g es par, e igual que antes, esto
obliga a que g sea también un ntimero par.

6. Y hemos terminado, porque hemos llegado a una contradiccion: habiamos supuesto que
la fraccion era irreducible, y hemos visto que p y g son niimeros pares. Lo que nos dice
esto es la suposicién inicial es falsa, es decir, que v2 no se puede expresar como una
fraccion.

El resumen en dos lineas de la demostracion es el siguiente:

si v/2 fuera un nimero racional, lo podriamos escribir como una fraccién irreducible ~. Pero

P . . p .
con un poco de dlgebra, se deduce que sila relacién v2 = = fuera cierta entonces tanto p como

q serian nimeros pares.
O

Los fil6sofos de la Grecia clasica (en concreto, la escuela Pitagoérica) ya se dio cuenta de este
resultado fundamental, y de hecho su descubrimiento caus6 una crisis en sus lineas de pensa-
miento. El lector estard pensando en la conexion del resultado con el Teorema de Pitdgoras, y
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es cierto que la longitud de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo es un ejemplo evidente de
estos numeros, pero hay una forma de introducir estos nimeros ya en Primaria, en conexion
con el estudio de la raiz cuadrada.

En la figura se muestra una cuadricula. Si se define la unidad de manera que el drea de
cada uno de los cuadrados de la malla sea 1, ;cudl es el area del cuadrado girado? En efecto, el
cuadrado mayor tiene drea 2. Pero entonces, como el drea de un cuadrado es el lado al cuadrado,
el lado del cuadrado es ... jv/2!

A B

Figura 3.18: Un cuadrado de lado v/2.

3.6. Los numeros decimales

El estudio de los nimeros decimales se empieza, de manera informal, en conexiéon con los eu-
ros y los céntimos. Pero es importante tener claro que la comprension en profundidad de los
numeros decimales solo se puede conseguir si se apoya de manera adecuada en los conceptos
correspondiente de las fracciones.

Una décima se obtiene al dividir la unidad en diez partes iguales, y una centésima al dividir la
unidad en cien partes iguales (0, lo que es lo mismo, una décima en diez partes iguales). Los blo-
ques de base 10 que se usan para introducir la notacion posicional son una buena herramienta
para trabajar estas ideas. Como se muestra en la figura f:dec-cent, podemos trabajar con la ba-
rra de 10 como la unidad, en cuyo caso los cubos unitarios serian décimas, o con la placa de
100 como unidad, en cuyo caso las barras de 10 serian las décimas y los cubos unitarios las
centésimas. De manera andloga, se obtienen las milésimas, diezmilésimas, etc.

O O

unidad  décima unidad décima centésima

a) b)

Figura 3.19: Décimas y centésimas.
La conocida notaciéon de nimero decimal es una forma compacta de escribir la expresion con
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fracciones de denominadores 10, 100, etc. Por ejemplo,

4 5
245=2+—+ —. (3.3)
10 100

Esta expresion es una generalizacion de la expresion de la parte entera como grupos de poten-
cias de 10 a potencias de 10 con exponente negativo. Si recordamos que 10! = 1072 =L

- 10’ 102’
etc, entonces tenemos, la siguiente descomposicion:

825,764 =8x10°+2x 10" +5x10°+7x 1071 +6x 1072 +4 x 1073.

Una de las mejores herramientas para entender los decimales, y para situarlos en el contexto
del resto de los nimeros, es de nuevo la recta numérica. En la figura[3.20]representamos cémo
los intervalos unitarios se dividen en 10 partes iguales, cada una de ellas una décima, y c6mo
luego cada uno de estos intervalos se puede dividir, a su vez, en 10 partes iguales, que seran las
centésimas. Este proceso se puede interar indefinidamente.

e B [ S B e O I B e A e o
0 1 2 13t 14
1,35

Figura 3.20: Decimales en la recta numérica.

3.6.1. Expresion decimal de fracciones

Un numero decimal es una notacién abreviada de una suma de fracciones cuyos denomina-
dores son potencias de 10, como se muestra en la expresion (3.3). También podemos escribir

2,45 = 100’ es decir, 2 unidades, 4 décimas y 5 centésimas son 245 centésimas. En general, cual-

quier nimero decimal (finito) se puede escribir como una fraccién cuyo denominador es una
potencia de 10. En el caso del numero 2,45, una manera de verlo es decir que podemos multi-
plicar y dividir por 100. En el caso general, habria que multiplicar y dividir por la potencia de
10 correspondiente a la cantidad de cifras decimales del nimero que queremos escribir como
fraccion.

El algoritmo tradicional de la division nos permite obtener la expresion decimal de una fraccién
dada. ;Conocemos en detalle el significado concreto de cada etapa de esa division? Vamos a
analizar en detalle este procedimiento y el significado de cada etapa, hasta que obtenemos la
expresion decimal finita % =0,375.
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1. Como 3 entre 8 tocan a 0, sobran 3 unidades.

“Bajamos un cero”, es decir, consideramos ahora 30 déci-
mas, que divididas entre 8 nos dan 3 décimas. 3 décimas
por 8 son 24 décimas, y 30 menos 24 son 6. Por tanto, nos
sobran 6 décimas.

0.3

N wlo w

= O

En este momento tenemos estas dos expresiones equiva-
lentes:

@ ‘

3 0,6
3=03x8+0,6 - -=03+—
8 8

2. En el siguiente paso “bajamos un cero”, es decir, las 6 dé-
cimas las vemos como 60 centésimas. Al dividirlas entre
8, tocan a 7, 7 x 8 = 56 centésimas, y al restarlas de 60 ob-
tenemos un resto de 4 centésimas.

0.37

N wlo w

=~ O

En este momento tenemos estas dos expresiones equiva-
lentes: -

o' o
= O

3 0,04
3=0,37x8+0,04 - 520,37+T

3. Por ultimo, de nuevo “bajamos un cero’, es decir, las 4
centésimas las vemos como 40 milésimas. Al dividirlas
entre 8, tocan a 5 milésimas, 5 x 8 = 40, de forma que ob-
tenemos resto 0 y hemos terminado la division.

0.375

N wlo w

= O

Obtenemos estas dos expresiones equivalentes: -

[S2BNe)]
~ s o O
o o

3
3=0,375x8 - 3 =0,375

o ‘

Como sabemos, hay situaciones en las que el resto nunca es 0, y por tanto la division se puede
prolongar de manera indefinida. El caso mds sencillo es la fraccién 1/3, para la que se obtiene
la expresion % =0,333---. Los puntos suspensivos significan que tenemos infinitos treses, y esta
expresion es seguramente el primer momento en que aparece (de forma implicita) la idea de
limite en la ensefianza de las matematicas. No podemos entrar en detalles del significado preci-
so, y nos conformaremos con la idea intuitiva: el nimero decimal 0,333---3 (con una cantidad
finita de cifras), se parece mucho ala fraccién 1/3, y se parece mds cuantos mds decimales con-
sideremos. De hecho, la diferencia la podemos hacer tan pequefia como queramos, a base de
considerar mds decimales. En ese sentido, se dice que si ponemos “infinitos decimales”, 1a ex-
presion es iguala 1/3. Estos decimales, en los que se repite la parte decimal, se llaman decimales

periddicos, y se usa la notacion 0,3 para expresar que el nimero 3 se repite indefinidamente.
Asi, por ejemplo, escribimos 1,276 para representar al nimero 1,276276276---. Las cifras “276”,

Pedro Ramos Alonso Matematicas I. Magisterio de Educacién Primaria. Universidad de Alcala



Las fracciones 81

que se repiten indefinidamente, son el periodo del nimero decimal. Si antes del periodo hay
una parte decimal que no se repite, como en el nimero 3,467 = 3,4676767---, decimos que el
numero decimal es periédico mixto (la parte decimal que no se repite se llama anteperiodo).

Vamos a ocuparnos ahora de determinar de forma precisa la relacion entre las fracciones y los
numeros decimales. En concreto, que las fracciones se corresponden con los niumeros decima-
les finitos o periddicos, es decir, que la expresién decimal de una fraccién es siempre finita o
periddica y que cualquier decimal finito o periédico se puede expresar en forma de fraccion.
Este es el primer paso:

Proposicion 3.1. La expresion decimal de cualquier fraccién es o bien un nimero decimal fi-
nito, o bien un nimero decimal periédico.

Demostracion. No vamos a ver una demostracion completa de este resultado, sino un ejemplo
que es suficiente para transmitir la idea de por qué el resultado es cierto. Supongamos que
tenemos la fracciéon a/b y que queremos encontrar su expresion como nimero decimal. Si al
hacer la divisién a : b obtenemos en algin momento un resto igual a 0, la expresion decimal

que obtenemos es finita, igual que con la fraccion 3/8 del ejemplo anterior.

Supongamos que tenemos una fracciéon como %, y que repeti-

mos los pasos de la divisién sin obtener nunca un 0. Lo que de-

be ocurrir es que en algliin momento se repita el resto. ;Por qué? 2 17
Pues porque si dividimos entre 17 hay un total de 16 restos posi- .
bles, y cuando hemos calculado 17 restos ya debe haber, seguro,

alguno repetido. ;Qué ocurre entonces? En la figura tenemos el

esquema de la division: si el resto que se repite es R, como “ba- o

jamos un 0” en los dos casos, al volver a salir resto R se vuelve a RO
repetir la misma secuencia en la divisién, ya indefinidamente. o

En el esquema de la derecha, los puntos anteriores a la primera o
aparicion de R corresponden al anteperiodo, los cuadrados que RO
ya se repiten, corresponden a los pasos de la division donde se

obtienen los decimales del periodo.

Obsérvese que no solo hemos demostrado que la expresion es periodica, sino que la longitud
perido es como mucho, el denominador de la fraccion, menos uno. En el caso del ejemplo, la
repeticion ocurre, como tarde, al haber hecho 17 pasos de la divisién. Por tanto, el periodo es
de longitud, como mucho, 16. Y puede ser asi de largo, como en este ejemplo. En concreto,

2
T =0,1176470588235294.

(El arco que denota el periodo se muestra como una linea por razones tipograficas). O

La expresion decimal de la fraccion 2/17 es periodica pura, el periodo empieza en la primera
cifra decimal. Esto quiere decir que el resto que se repite es el primero que se obtiene. Ademas,
como el periodo es de longitud 16, antes de la repeticion se obtienen los 16 restos posibles (del
1 al 16). Este es el desarrollo completo de la division (escrito sin las restas, para abreviar), donde

Pedro Ramos Alonso Matematicas I. Magisterio de Educacién Primaria. Universidad de Alcala



Las fracciones 82

podemos apreciar de manera explicita estas observaciones:

2 17
20 011764705882352914
30
130
110
80
120
100
150
140
40
60
90
50
160
70
2

3.6.2. Fracciones decimales

;Podriamos saber si la expresion como nimero decimal de una fraccion es finita o periddica, sin
necesidad de hacer una divisién como la anterior? La respuesta es que si, y este es el siguiente
punto en el que vamos a detenernos.

Observemos primero que decir que una fraccion se puede expresar como un nimero decimal
finito es lo mismo que decir que la fraccién es equivalente a otra cuyo denominador es una
potencia de 10. Por ejemplo, como % = 0,375, sabemos que % = 1307_050' A estas fracciones se las
conoce como fracciones decimales, de manera que lo que nos estamos preguntando es cO6mo

podemos determinar si una fraccion es decimal, sin necesidad de hacer la division.

Llegados a este punto, la siguiente observacion es inmediata: si el denominador de la fraccion es
un divisor de una potencia de 10, entonces la fraccion es decimal. En efecto, si dada la fracciéon
al b sabemos que b es un divisor de 10%, sabemos que 10% = b x g y entonces

a_axq axq
b bxq 10%°

En el ejemplo anterior, de 3/8, como 1000 = 8 x 125, esto quedaria

3 3x125 375

8 8x125 1000

Sin embargo, es posible que el denominador de una fraccion no sea divisor de una potencia
de 10y, sin embargo, que la fraccién sea decimal. Consideremos por ejemplo la fraccién 21/56.
Su denominador, 56, no es divisor de ninguna potencia de 10 (en un momento estudiaremos
esto con mas detalle). Sin embargo, la fraccidon 21/56 es decimal. ;Por qué? Pues porque 21/56
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es equivalente a 3/8, que ya sabemos que es una fraccién decimal. En resumen, si estamos
estudiando si la fraccién a/b es decimal, no nos debe preocupar su denominador, b, sino el
denominador de la fraccién irreducible equivalente a a/b.

El tltimo ingrediente que nos falta es como estudiar si un ntimero es divisor de una potencia
de 10. Para ello, recordemos que ya sabemos que los divisores de un ntimero 7 se obtienen
combinando los diversos factores de la descomposicion en factores primos de n. ;C6mo se
factoriza una potencia de 10? Claramente, 10F = (2 x 5)k =2k x5k, Por tanto, un nimero sera un
divisor de una potencia de 10 si sus factores primos son solo doses y/ OEI cincos.

En resumen, si queremos averiguar si una fraccion es decimal el procedimiento se reduce a lo
siguiente:

1. Encontramos la fraccién irreducible equivalente a la que nos dan (es decir, simplificamos
la fraccion).

2. Factorizamos el denominador de la fraccion irreducible. Si los factores del denominador
son solo doses y/o cincos, la fraccién es decimal.

3.6.3. Fraccion generatriz

En la seccién anterior hemos visto que la expresion en forma de nimero decimal de cualquier
fraccion es, o bien un niimero decimal finito, o bien un nimero decimal periédico (puro o
mixto). En esta seccion vamos a ver que todos los numeros decimales de estos tipos se pueden
expresar en forma de fraccion. Esto lo haremos encontrando la fraccién de la que provienen,
que se llama fraccion generatriz del nimero decimal.

En el caso de un namero decimal finito, la idea es muy sencilla, ya hemos visto algtin ejemplo,
y se puede resumir como “multiplicar y dividir por la potencia de 10 adecuada”. Por ejemplo,

1,276 x 1000 1276

1,276 = = .
1000 1000

Veamos ahora como proceder con un decimal periédico puro. Lo haremos con un ejemplo, pero
quedari claro que el procedimiento es general. Consideremos el nimero 1,69 = 1,696969- - - . Al
ser el nimero decimal periddico, al mover la coma dos posiciones a la derecha obtenemos otro
numero con exactamente la misma parte decimal. Este es el detalle clave, obsérvese que esto
solo es posible por ser el nimero periédico puro. Mover la coma dos posiciones a la derecha
corresponde a multiplicar por 100. Por tanto, si llamamos x = 1,696969---, tenemos 100x =
169,696969-- - y al restar estas dos igualdades la parte decimal desaparece. En resumen,

100x = 169,696969--- 168 56
— 99x=168 — x=—=—.
X = 1,696969- - - 99 33
Si analizamos este procedimiento en general, la fraccion % se puede describir en términos

de esta “receta”, que se suele memorizar en secundaria: “para el numerador, tomamos la parte
entera y un periodo, y le restamos la parte entera. En el denominador, ponemos tantos nueves

3Este y/o pretende aclarar que los factores pueden ser solo doses, solo cincos, o una mezcla de ambos.
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como cifras tenga el periodo”. Por supuesto, no nos interesa la receta, sino entender el procedi-
miento.

;Y qué ocurre con los nimeros decimales periddicos mixtos? Consideremos el nimero x =
1,769 = 1,7696969---. Lo que vamos a hacer es algo frecuente en matematicas: como ya sa-
bemos tratar los decimales periddicos puros, pues convirtamos el nimero dado en un decimal
periédico puro moviendo la coma una posicion a la derecha, es decir, multiplicando por 10. De
esta forma, obtenemos el nimero 10x = 17,696969---. A partir de aqui, podemos ya proceder
como en el caso anterior:

1000x
10x

1769,696969- - - 1752 292
- 990x=1752 —» XxX=——=——.
17,696969--- 990 165

Obsérvese que el paso intermedio es imprescindible. El nimero original no tiene la misma par-
te decimal que 1000x, y por tanto al calcular 1000x — x no desaparece la parte decimal.

Resumiendo, en la Proposicion[3.1Jdemostramos que la expresién como nimeros decimales de
las fracciones son siempre nimeros decimales finitos o periddicos. Lo que acabamos de ver es
que todos los nimeros decimales finitos o periédicos se pueden escribir como fracciones. Por
tanto, estamos hablando de los mismos nimeros: los niimeros racionales (es decir, las fraccio-
nes) son exactamente los nimeros decimales finitos o periédicos.

;Como serd entonces la expresién decimal del niimero v/2? En el Teorema demostramos que
v/2 no es un niimero racional; por tanto, su expresion decimal es infinita y no periédica.

3.6.4. Aritmética con numeros decimales

La suma y la resta de numeros decimales no deberian presentaar dificultades si tanto la intro-
duccion de los nimeros decimales como la suma y la resta de numeros naturales se han traba-
jado de manera adecuada. Los reagrupamientos funcional igual: diez centésimas forman una
décima, diez décimas forman una unidad, etc. Por supuesto, en el aula de primaria esto se debe
tratar con el apoyo de materiales adecuados que representen centésimas, décimas, unidades, y
que ya vimos al principio de esta seccion.

En cuanto a la division, si el divisor es un ntimero natural el significado del algoritmo de la
divisién es el que ya vimos en detalle en el ejemplo de la seccién[3.6.1} y no vamos a insistir en
ello. En el caso de que el divisor sea también un niimero decimal, lo que hacemos es recurrir a
la propiedad de que el cociente no cambia si multiplicamos dividendo y divisor por el mismo
numero (recordemos que el resto si cambia, pero en el contexto de nimeros decimales la divién
con resto pierde casi todo su sentido). Por tanto, si queremos calcular por ejemplo 45,27:2,6 lo
que hacemos es calcular 452,7 : 26. Una dificultad que se puede observar en las aulas es que hay
alumnos que se sorprenden cuando el cociente es mayor que el dividendo (cuando el divisor es
menor que la unidad). Esto es una indicacién de que hay alguna dificultad con la comprensién
de la divisién, seguramente que se ha insistido mucho en la divisién como reparto, pero no en
el otro sentido de la division, el de “cudntas veces cabe” el divisor en el dividendo.

Por ultimo, para multiplicar nimeros decimales, la famosa receta dice “los multiplicamos sin
los decimales, y luego ponemos en el resultado la suma de las posiciones decimales que tenian
los factores”. La mejor forma de entender por qué esto es asi es recurrir a la relacion entre nu-
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meros decimales y fracciones. Supongamos que queremos calcular 2,47 x 1,8. Lo que hacemos
se puede representar de esta forma:

247 18 247x18
247x18=—xXx—=——"—
100 10 1000

’

es decir, para calcular 2,47 x 1,8 hacemos la multiplicaci6n sin la coma decimal, y luego pone-
mos en el resultado 3 cifras decimales.

3.6.5. Una observacion final

Terminamos el estudio de los nimeros decimales con una tltima observacion, sobie los niime-
ros periddicos con periodo 9. En concreto, por ejemplo, consideremos el nimero 0,9=0,9999---.
Si comparamos este nimero con el 1, podemos darnos cuenta de que algo raro estd ocurriendo.
Como vimos anteriormente, entre dos numeros racionales siempre hay infinitos nimeros ra-

cionales. Sin embargo, ;puede el lector encontrar algin namero entre 0,9 y 1? No, no es posible

encontrar tal numero, porque 0,9= 1. Obsérvese que no estamos diciendo que nos niimeros
sean “muy parecidos”; lo que estamos diciendo es que, cuando consideramos infinitos nueves,
la expresion 0,9999--- es exactamente iguala 1.

Intuitivamente, es claro que cuantos mds nueves consideremos en la expresion 0,999---9, mas
se parecerd a 1. Lo que sucede es lo mismo que ya vimos cuando nos encontramos con la igual-

dad % =0,3:la expresion se puede parecer a 1 todo lo que queramos, a base de tomar cada vez
mads nueves. En ese sentido, decimos que cuando “hay infinitos nueves”, tenemos la igualdad.

Finalmente, veamos otros dos argumentos que pueden servir para convencernos de esta igual-
dad.
. 1 - e s 1 -
» Siyahemos aceptado que 3 = 0,3, multiplicando por tres tenemos que 1 = 3x 3 =3x0,3=
0,9.
= Si utilizamos el procedimiento anterior para obtener la fraccién generatriz del nimero

x=0,9, tenemos

10 x

X

9,9999---
0,9999---

9

} - 9x=9 —-> x=-=1.
9

Este comportamiento se da siempre que el periodo es 9, no es exclusivo del nimero 0,9. Asi,
por ejemplo, se tiene que 0,29=0,3.
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Capitulo 4

Proporcionalidad y porcentajes

4.1. Razonesy proporciones

El tratamiento de la razén y la proporcionalidad es uno de los puntos mds problemadticos del
estudio de la aritmética en nuestra educacién matemadtica basica. En particular, el concepto de
razon (numérica) parece haber desaparecido de nuestras aulas, y solo aparece en el estudio de
la proporcionalidad, como “razén de proporcionalidad”. La situacion ha llegado al extremo de
que el lenguaje usual se ha desdibujado, y que muchas veces se usa el término “proporciéon”
cuando realmente se estd hablando de una razén, o de una fraccién. Un ejemplo muy llamativo
es cuando se habla del numero de alumnos por aula en el sistema educativo, y se habla de la
ratio: se trata exactamente de una razon, en el sentido que vamos a estudiar en esta seccion,
en este caso de la relacion entre el nimero de estudiantes y el nimero aulas en cierta etapa
educativa. Comencemos con la definicion:

Definicion 4.1. Una razén (numérica) es una relacion entre dos cantidades.

Primeros ejemplos:

a) Enuna bolsa con bolas blancas y negras, la razén de bolas blancas a negrasesde 2 a 7.

Esto quiere decir que por cada 2 bolas blancas que hay en la bolsa, tenemos 7 bolas ne-
gras. Por tanto, del total de bolas de la bosa, 2/9 son blancas y 7/9 son negras.

b) En cierto examen, la razén entre aprobados y suspensos es de 4 a 3.

Por cada 4 alumnos aprobados hay 3 suspensos. Por tanto, aprobaron 4/7 del total de los
alumnos, y suspendieron 3/7 del total.

Una primera dificultad con la que nos encontramos es como denotar una razén. Como acaba-

mos de ver en los ejemplos, el concepto de razén estd relacionado con el de fraccion. Pero hay

alguna diferencia importante, que veremos enseguida, y que creo que hace poco aconsejable

usar la notacién de fraccion para escribir una razén. La notacion internacional para la razén
w»

“dos a tres” es 2 : 3, pero nos encontramos con el problema de que en Espafia el signo “:” se usa
para denotar la division. Creemos que tendria muchas ventajas adherirnos a la prictica mas
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“w,”

extendida a nivel internacional, denotar la divisién con el signo “+” y reservar el signo “:” para
las razones. Mientras lleguemos a ese punto, en estas paginas trataremos de evitar la notacion,
usando el lenguaje usual o, en todo caso, escribiendo “la razén 2 : 3”, para evitar confusiones.

Como acabamos de decir, el concepto de razén estd relacionado con el de fraccién. Sin embar-
go, existen al menos dos diferencias importantes:

a) En una fraccion, el numerador y el denominador denotan cantidades homogéneas (es
decir, con las mismas unidades). En una razén muchas veces esto no es asi: cuando es-
cribimos que el consumo de un coche es de 5 litros de combustible por cada 100 km, lo
que estamos dando es una razoén, la relacién entre el combustible consumido y la dis-
tancia recorrida, es decir, con la notacion de razén, podemos escribir el consumo como
5¢:100 km.

b) Una fraccién es siempre un nimero racional (de hecho, esa es la definicién de los ntime-
ros racionales, aquellos que se pueden expresar como una fracion).

Si llamamos L a la longitud de una circunferencia y d a su didmetro, cuando considera-
mos el cociente é nos encontramos con uno de los nimeros mds importantes en ma-
temadticas, el namero 7, que no es un ntimero racional (aunque la demostracion de este
hecho es mas complicada que para v/2, y se sale de los limites de este curso). Este es un
ejemplo en el que la notacion é induce a error, y seria preferible escribir L: d.

Un argumento de peso para estudiar en profundidad el concepto de razén es que son muchos
los conceptos de ciencias y tecnologia que son razones numéricas. Por ejemplo, en fisica, la ve-
locidad de un movimiento uniforme es la razén entre el espacio recorrido y el tiempo empleado,
la densidad de una sustancia es la razén entre la masa y el volumen que ocupa, la intensidad de
la corriente en un circuito eléctrico es la razon entre la diferencia de potencial y la resistencia
y, en general, cualquier magnitud que se calcula como el cociente de otras dos magnitudes. En
quimica, las medidas de concentracién son también razones. Si el concepto de razon se trabaja-
ra de manera adecuada, los alumnos podrian manera estos conceptos conociendo simplmente
su definicion, sin necesidad de memorizar el mar de férmulas entre las que muchas veces se
pierden.

Una proporcién es una igualdad entre dos razones. Si se conocen tres términos de una propor-
cién se puede calcular el cuarto. Un ejemplo tipico es el siguiente:

Ejercicio: En cierto examen la razon entre aprobados y suspensos es 4 : 3. Si suspen-
dieron 81 alumnos, ;cudntos aprobaron?

Este problema se puede resolver con un enfoque algebraico, pero para ello es conveniente es-
cribir las razones con la notacién de fraccion, y estar familiarizado con la propiedad de la mul-
tiplicacién en cruz para determinar que dos razones (o fracciones) son equivalentes. Si hemos
trabajado en esa direccion, podemos escribir

4 x 4x81
—=— — 3x=4x81 — x= =108. (4.1)
3 81 3

Por supuesto, esta forma de resolver el problema es equivalente a la més popular en nuestro

pais, la conocida regla de tres:
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=108. (4.2)

3—»81} 4x81
— X =
4 — Xx

No voy a entrar aqui en el debate de las ventajas e inconvenientes del procedimiento de la regla
de tres para resolver problemas de proporcionalidad, aunque me parece que hay indicaciones
suficientes para sospechar que es un procedimiento que muchos alumnos usan sin entender su
funcionamiento, y eso provoca errores. Aunque los procedimientos que reflejan las expresiones
y son formalmente equivalentes (y ambos dificiles de entender para un alumno de
primaria), creo que el primero refleja mejor la propiedad que estamos usando para resolver el
problema.

El modelo de barras nos permite representar la informacion del problema de manera que se
refleja mejor el concepto de razén y esto nos proporciona una alternativa facil de entender
para resolver el problema. Que la razon entre aprobados y suspensos sea 4 : 3 quiere decir que
podemos representar el total de alumnos con 7 rectdngulos (todos iguales), donde 4 rectdngulos
representan a los alumnos aprobados y 3 rectdngulos representan a los suspensos (como hemos
representado en la figura[4.1). Pero como el total de alumnos suspensos es 81, cada rectdngulo
representa 81 + 3 = 27 alumnos, por lo que el total de alumnos aprobados sera 4 x 27 = 108.

Aprobados

Suspensos

Figura 4.1: Representacion de una proporcion con el modelo de barras.

Para cerrar esta seccién un ejemplo que se puede resolver usando el modelo de barras, y que
no se trata nunca en Espana antes de disponer de la potencia de los métodos algebraicos. Sin
embargo, creemos que plantear estos problemas en primaria, con métodos visuales como el
modelo de barras, ayuda a profundizar en la comprension de los conceptos de fraccion y razon.
La solucion estd en el capitulo final.

Ejercicio 4.1. Las cantidades de dinero que tenian dos amigos cumplian la razén 3 : 2. Cuando
cada amigo se gast6 35 euros la razén pasé a ser 5 : 3. ;Cudnto dinero tenian entre los dos al
principio?

4.2. Proporcionalidad directa

El estudio de las magnitudes directamente proporcionales es el estudio de las magnitudes que
cambian de manera que la raz6n entre ellas (el cociente) no cambia. El estudio de la proporcio-
nalidad es muy importante, en particular, para dar sentido a muchas magnitudes que aparecen
en las ciencias y la tecnologia. Como se ha mencionado anteriormente, todas las magnitudes
que vienen dadas por un cociente de otras dos lo que hacen es resumir el comportamiento
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de dos magnitudes directamente proporcionales, y cuya relacion, la razon de proporcionalidad
tienee un significado importante, como la velocidad en un movimiento de velocidad uniforme,
v = el/t. Por ello, es importante comprender més en profundidad la relaciéon y no limitarse a
que “cuando una magnitud aumenta, la otra también lo hace”. Si el espacio aumenta el tiempo
necesario también lo hace, de acuerdo. Pero, ;cuanto? Es muy intuitivo ver que si el espacio se
duplica, el tiempo también lo hace. ;Y si el espacio aumenta en 1/3? Si el espacio es e y aumen-
ta en 1/3 (de su valor) su nuevo valor serd e + %e = %e. Por tanto, si el cociente e/t permanece
constante, el tiempo necesario sera %t, es decir, el tiempo también aumenta en 1/3. Esto puede
parecer simple, pero es importante entenderlo bien para de esta forma estar preparados para
el estudio de la proporcionalidad inversa, donde las cosas no serdn tan inmediatas.

Hay muchos ejemplos de magnitudes en las que cuando una aumenta la otra también lo hace,
pero que no son proporcionales, y para entender mejor la proporcionalidad son importantes
ejercicios como el siguiente.

Ejercicio 4.2. Estudia si las siguientes magnitudes son directamente proporcionales:

1. Ellado de un cuadrado y su érea.
2. La masa de una sustancia y su volumen.
3. Eltiempo que tarda en caer un objeto y la altura de la torre desde donde se lanza.

4. Ellado de un cuadrado y su perimetro.

Como ya hemos mencionado anteriormente, la herramienta mas usada en nuestro pais para
resolver problemas de proporcionalidad es la regla de tres, que tiene el inconveniente de que
no muestra la “estructura profunda” de la situacion. Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejercicio: Si en 5 semanas he ahorrado 95 euros, jcudnto conseguiré ahorrar en 17
semanas?

Para trabajar este problema en el contexto de la proporcionalidad estamos asumiendo (con este
enunciado de manera implicita), que el dinero ahorrado y las semanas transcurridas son direc-
tamente proporcionales. La alternativa a la regla de tres es el método conocido como reduccién
a la unidad, que es el que se usa en la gran mayoria de los paises y que consiste simplemente en
determinar la razoén de proporcionalidad: si ahorramos 95 euros en 5 semanas y las magnitudes
son proporcionales, el cociente % =19 no es mds que los euros que ahorramos cada semana.
Sabiendo que cada semana ahorramos 19 euros, el dinero que conseguimos ahorrar durante 17
semanas es simplemente 17 x 19 = 323 euros.

La gran ventaja de este enfoque, la reduccion a la unidad, es que pone el acento en la razén
de proporcionalidad, que es la idea fundamental, y en muchas situaciones lo mads relevante
para las aplicaciones précticas: el salario por hora de trabajo es una razon de proporcionalidad,
como también lo es la dosis de un medicamente por kg de peso del paciente. Algunos ejemplos
de razones de proporcionalidad en ciencias: la velocidad es el espacio recorrido en la unidad
de tiempo, la densidad de una sustancia es la masa de una unidad de volumen, la molaridad de
una disolucion es la cantidad de moles en 1 litro de disolucién, etc.
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4.3. Proporcionalidad inversa

Las limitaciones del enfoque usual en el estudio de la proporcionalidad directa se hacen evi-
dentes en el estudio de la proporcionalidad inversa. ;Qué son dos magnitudes inversamente
proporcionales? Muchos lectores recordaran lo de “cuando una crece, la otra disminuye”. De
acuerdo, pero, ;cuanto disminuye?

Ejercicio: Supongamos que hacemos dos viajes entre las ciudades Ay B. En el primer
viaje vamos a cierta velocidad (constante), y en el segundo viaje aumentamos la velo-
cidad el 50 %. ;Cuédnto disminuye el tiempo de viaje?

Seguramente muchos lectores habran pensado que el tiempo disminuye el 50 %, pero es facil
poner un ejemplo para convencerse de que esto no es cierto. Por ejemplo, supongamos que la
distancia entre las ciudades es de 480 km, y que el primer viaje lo hacemos a una velocidad de
80 km/h, con lo que tardamos 6 horas. Cuando la velocidad aumenta el 50 %, pasa a ser de 120
km/h, y el tiempo que tardamos serd entonces de 4 horas. Si el tiempo ha pasado de 6 horas a 4
horas, la dismunicién es de 1/3, no del 50 %. ;Por qué?

Necesitamos la definicion de magnitudes inversamente proporcionales:

Definicién 4.2. Dos magnitudes son inversamente proporcionales cuando su producto es cons-
tante.

Cuando la velocidad aumenta, el tiempo de viaje disminuye, eso es muy intuitivo. Pero, jcudnto
disminuye? Pues lo necesario para que el producto v x t permanezca constante, ya que ese
producto es igual al espacio recorrido. En términos simbdlicos, como v ha aumentado el 50 %,
ha pasado de valer v a % vy podemos escribir

3
e:vxtzgvx t. (4.3)

El cambio en t corresponde con el nimero que tenemos que poner en el recuadro para que
la ecuacién se cumpla, que resulta ser la fraccion inversa de 3/2, es decir, 2/3. Por tanto, si la
velocidad cambia de v a ;—jv, el tiempo cambia de ¢ a %t, es decir, disminuye en 1/3 de su valor.

Un comentario sobre el lenguaje: las expresiones “una cantidad disminuye a un tercio de su
valor” y “una cantidad disminuye en un tercio de su valor” son, desde el punto de vista del
lenguaje, muy parecidas. Hay que estar atento a este detalle, pues su significado matematico es
diferente. Si la cantidad al principio era K, su valor tras el cambio sera %K en el primer caso y
%K en el segundo.

La proporcionalidad inversa también es importante en ciencias y tecnologia. Aparece cuando
el producto de dos magnitudes es constante, como en el ejemplo de la velocidad y el tiempo
en un movimiento uniforme. Un caso importante es la ley de los gases ideales, que afirma que,
a temperatura es constante, la presion y el volumen de un gas son magnitudes inversamente
proporcionales, es decir, su producto se mantiene constante.
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4.4. Porcentajes

Los porcentajes son seguramente el concepto matematico mas utilizado en la vida cotidiana,
por su utilidad para proporcionar informaciéon de manera que se facilita su comprension. Vea-
mos un ejemplo. Supongamos que nos dicen que en los colegios publicos espafioles hay aproxi-
madamente 245000 maestros de primaria, y que 186500 de ellos son mujeres. En los institutos,
en la etapa de ESO, hay aproximadamente 174000 docentes y 104 700 de ellos son mujeres. No
es facil comparar a primera vista los datos de las dos etapas. Sin embargo, si nos dicen que en la
etapa de Educacion Primaria el 76,1 % de los docentes son mujeres, mientras que en la ESO el
porcentaje es del 60,2 %, es mucho més sencillo hacerse una idea de la situacion. Precisamente
por su uso en nuestra vida cotidiana, todos tenemos claro el significado de estos porcentajes:
de cada 100 maestros de primaria, 76,1 son mujeres, mientras que en la ESO las docentes son
60,2 de cada 100.
76,1

Muchas veces se define un porcentaje como una fraccion, interpretando 76,1 % = 15y, pero esto
tiene un pequeno problema, y es que en la definicién de fraccién el numerador y el denomi-
nador son numeros enteros. Es un detalle sin demasiada importancia, desde luego, pero es una
indicacion de que un porcentaje no es realmente una fraccion. ;Qué es entonces? Una razon,
en estos casos la relaciéon que hay entre la cantidad de docentes mujeres y el total de docentes.
Sin embargo, como hemos dicho las razones y las fracciones estdn muy relacionadas, y pensar
el porcentaje como una fraccién nos va a permitir manejarlos usando los procedimientos que
ya hemos desarrollado para las fracciones.

4.4.1. Porcentajes: problemas basicos

En esta seccion veremos los dos problemas bésicos de porcentajes, calcular un porcentaje de
una cantidad y expresar una relacion en forma de porcentaje. Lo haremos mediante un ejemplo
de cada tipo, explorando en cada caso varias alternativas para resolver el problema y centran-
donos en las que nos parecen mds adecuadas para las aulas de primaria.

Porcentaje de una cantidad: calcular el 67 % de 350.

1. Pensando en el porcentaje como una fraccion, y usando lo que ya sabemos de las fraccio-
nes, podemos sencillamente proceder de esta forma:

67 67 x 350
67%de350 — —x350=

—F— =234,5.
100 100

Representando la fraccion en forma de decimal, nos podemos dar cuenta de que calcular
el 67 % de 350 se reduce a la multiplicacion 0,67 x 350.

2. Podemos utilizar la idea de la “reduccion a la unidad”, calculando el 1% de 350. En la figu-
raf4.2|vemos la representacion de esta idea. Uno de los rectdngulos pequefios representa

% = 3,5, y el 67% pedido se puede obtener multiplicando este valor por 67:

350
67%de350 — 67x 100 =67 x3,5=234,5.
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Figura 4.2: Porcentaje de una cantidad y modelo de barras.

La receta clasica de “se multiplica por el tanto, y se divide por el ciento”, que se sigue oyendo en
nuestras aulas, nos parece menos adecuada, porque no ayuda a ver el significado del célculo
que estamos haciendo. Lo mismo se puede decir, evidentemente, de usar la regla de tres para
calcular el porcentaje de una cantidad.

El modelo de barras de la figura anterior es también la mejor opcion para resolver el problema
en el que nos piden el total, como en el siguiente ejemplo:

Ejercicio: En cierta eleccién se han contado un total de 5494 votos y nos han dicho que
la participacion ha sido del 67 %. ;Cuédntos votantes hay en el censo?

Lo que nos piden es calcular el total, sabiendo que el 67% de ese total son 5494. El 1% serd
5494 : 67 = 82y, por tanto, el total de votantes sera 8200.

Expresar una relaciéon como un porcentaje: En cierta empresa 1356 de los 7532 trabajadores
ganan mas de 30 000 euros al afio. ;Qué porcentaje de los trabajadores de la empresa gana mas
de 30000 euros al afio?

1. Lo que nos estdn pidiendo es expresar la relaciéon 1356 : 7532 como un porcentaje. Es-
te problema es menos intuitivo que el anterior, y en el aula de primaria es importante
comenzar con ejemplos sencillos, como 4: 8 0 14 : 16, mas sencillos de entender.

El cociente 14 : 16 = 0,875 nos dice qué fraccion de 16 es 14, en concreto, que 14 es igual a
0,875x16. Esta division nos estd dando la razon en forma de tanto por uno. Para expresarla
como porcentaje, no hay mas que multiplicar por 100:

1356:7532=0,18 — 1356 esel 18% de 7532.
2. Con un poco de élgebra, y lo conocido de fracciones equivalentes, podemos escribir la

proporcion y encontrar el valor de x:

1356 X 1356 x 100
7532 100 7532

Escribir esta proporcion es similar a la regla de 3, pero creemos que tiene la ventaja de
que muestra mejor el significado de lo que estamos haciendo.

4.4.2. Aumentosy disminuciones porcentuales

En muchas situaciones tenemos una cantidad que sube o baja un cierto porcentaje. Conside-
remos las siguientes preguntas:
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1. Un vestido cuesta 70 euros. ;Cudl sera su precio si lo rebajan un 40 %?

2. Un traje estd rebajado el 30% y su precio de venta es 56 euros. ;Cudl era su precio antes
de la rebaja?

3. Luis gana 1200 euros al mes y para un nuevo puesto le ofrecen una subida del 8 %. ; Cudl
serd su sueldo en el nuevo puesto?

4. Lucia ha obtenido recientemente una subida de suelto del 6% y ahora gana 1400 euros al
mes. ;Cudl era su sueldo mensual antes de la subida?

Seria muy util que el lector se detuviera aqui en la lectura y resolviera estos problemas. Ya sa-
bemos lo suficiente para ello, pero cuidado, hay algunas situaciones en las que se producen
errores muy comunes. Recomendamos hacer los problemas con los procedimientos de la sec-
cién anterior, evitando las reglas de tres.

Veamos las respuestas a estas cuatro preguntas. Vamos a aprovechar estas respuestas para pre-
sentar alternativas al cdlculo siguiendo los pasos elementales. Estas alternativas serdn ultiles
para tratar problemas mds complicados.

1. Para ver cuanto cuesta el vestido podemos ver cuanto se ha rebajado, y restar esa rebaja:
el 40% de 70 es % x 70 =0,4 x 70 = 28 euros. Por tanto, el precio del vestido rebajado serd
de 42 euros.

Directamente, podemos razonar diciendo que si nos ha rebajado el 40 %, lo que pagamos
serd el 60 % del precio del vestido, es decir, % x70=0,6 x 70 = 42 euros.

2. Sabemos que el precio del traje, con una rebaja del 30%, ha sido de 56 euros. Un error
comun en este problema es obtener el precio antes de la rebaja subiendo el 30% a 56
euros. Esto no es correcto, ya que la rebaja ha sido el 30 % sobre el precio inicial, no sobre
el precio rebajado. Se trata, una vez mas, de un error causado por confundir el total al que
hacemos referencia al trajar con una fraccion, o con una razén.

Veamos cOmo expresar la situacion de manera algebraica, no con la idea de resolverlo
asi, pues no es necesario, sino con la idea de tratar de aclarar del todo la situacion. Si
llamamos x al precio inicial del traje, lo que sabemos es que

30
X— l—x =56. (4.4)

La forma mas sencilla de resolver esta cuestion es, igual que en apartado anterior, darse
cuenta de que si nos han rebajado el 30 % del precio, lo que hemos pagado ha sido el 70 %.
Por tanto, buscamos el total sabiendo que el 70 % de ese total son 56 euros, un problema
que ya hemos tratado anteriormente. Por ejemplo, podemos razonar asi: si el 70 % son 56
euros, el 10% seran 8 euros y el total serdn 80 euros.

También con un poco de dlgebra, si 0,7 x P =56, P =56:0,7 = 80.
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3. Pararesponder a esta pregunta podemos calcular el 8% de 1200 y sumarlo al sueldo para
obtener la solucion. En otras palabras, estamos calculando

8
1200+ 100 x1200=1200+0,08 x 1200 = (1+1,08) x 1200 = 1,08 x 1200 = 1296 euros. (4.5)

En el segundo de las igualdades lo que hemos hecho ha sido aplicar la propiedad distri-
butiva (sacar factor comun).

Lo que nos dice esta forma de organizar los cédlculos, que naturalmente se puede repetir
en otros casos similares, es que, para calcular el valor de una cantidad cuando se aumenta
el 8% podemos, sencillamente, multiplicar esa cantidad por 1,08. Siguiendo la costumbre
extendida de darle nombre a casi todo, esta observacion tiene nombre propio, y se suele
conocer como aplicar el “indice de variaciéon”. El problema de darle este nombre es que
algunos alumnos no identifican que lo que se estd haciendo es un sencillo cdlculo con
porcentajes.

4. Sabemos que, después de una subida del 6 %, el salario es de 1400 euros al mes. Un error
comun es obtener el sueldo antes de la subida quitandole el 6% al sueldo actual, y la
causa del error es la misma que en el caso 2, confundir la base sobre la que se calcula el
6%, que no son los 1400 euros del salario actual, sino el salario antes de la subida, que no
es conocido.

Veamos dos alternativas para resolver el problema:

a) Elsalario después de la subida sera el 106 % del salario anterior (el total, mas el 6%
de subida. Por tanto, el 1% serd 1400 : 106 = 13,20y, por tanto, el salario anterior era
de aproximadamente 1320 euros.

b) Usando solo un poco de dlgebra, y llamando S al salario antes de la subida, sabemos
que multiplicar por 1,06 corresponde a aumentar el 6 %. Por tanto,

1400

1,06 xS§S=1400 — S=-—
1,06

=~ 1320 euros.

Una ventaja de entender que los aumentos y disminuciones porcentuales se reducen a una
simple multiplicacion es que facilita ejercicios como los siguientes:

Ejercicio 4.3. Dos acciones en la bolsa cotizan al mismo precio hoy. La accién de la empresa A
primero sube un 15% y luego baja un 8 %, mientras que la acciéon de la empresa B primero baja
8% y luego sube un 15 %. ;Cudl de las dos acciones tiene mayor valor al final?

Llamando Vj, al valor inicial de la accién A, sabemos que una subida del 15% se reduce a mul-
tiplicar por 1,15 y el valor tras una bajada del 8% se calcula multiplicando por 0,92. Por tanto,
tras los dos cambios el valor de la accién de la empresa A serd V4 x 1,15 x 0,92. Una vez escrito
de esta forma, para la empresa B vemos que el valor tras sus cambios se obtiene con las mismas
multiplicaciones, en distinto orden. Como la multiplicacién es conmutativa, los valores finales
son iguales.

Ejercicio 4.4. El salario de un empleado al entrar en cierta empresa es de 1200 euros mensuales.
Si consigue una subida del 3% anual, j;cudl serd su salario al cabo de 10 afios?
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El salario después de una subida del 3% sera 1200 x 1,03, que se convertird en (1200 x 1,03) x
1,03 = 1200 x 1,032 después de dos subidas. Subir 10 veces el 3% corresponde a multiplicar 10
veces por 1,03, es decir, el salario tras las 10 subidas sera 1200 x 1,039 =~ 1612 euros.

Para terminar esta seccién, un ejemplo tomado de la prensa donde aparece el error que hemos
mencionado varias veces, de confundir el total. En un articuloE] se menciona que el namero
total de nacimientos en la provincia de Cérdoba durante la primera mitad del afio 2017 fue de
2980, mientras que el de defunciones fue de 4288, para deducir que “Cérdoba contabiliza ya
un 70 % mas de fallecimientos que de nacimientos”. El cdlculo del cociente 2980 : 4288 nos dice
que el nimero de nacimientos es (aproximadamente) el 70 % del nimero de defunciones. Pero
si queremos ver la relacién contraria, la que dice el titular, habria que calcular el otro cocien-
te, 4288 : 2980 = 1,44, es decir, el numero de fallecimientos es un 44 % superior al nimero de
nacimientos.

4.4.3. ElIVAyel IRPF

Terminamos el estudio de los porcentajes con dos situaciones muy relevantes en la vida coti-
diana, correspondientes al pago de impuestos. En el impuesto sobre la renta, cuando se paga
un tipo impositivo de, por ejemplo, el 18 %, esto quiere decir que Hacienda recauda el 18 % del
sueldo completo (que se conoce como sueldo bruto). Por tanto, por cada 100 euros que la em-
presa paga al trabajador, 18 corresponden al impuesto y 82 son los que ingresa el trabajador en
lo que se conoce como sueldo neto. Una vez aclarado esto, las preguntas sobre este impuesto se
reducen a sencillos problemas sobre porcentajes.

Veamos con un poco mads de detalle el caso del IVA, porque es mas complicado. Cuando paga-
mos un IVA del 21 %, el impuesto que pagamos corresponde al 21 % del precio de venta, ya que
la base del IVA no es el precio de venta, sino el precio sin IVA, al que no le prestamos atencién
como consumidores. La situacién se muestra en la figura[4.3] Dado un precio base(sin IVA), se
calcula el 21 % de ese precio sin impuesto, y se suma al precio base para obtener el precio que
pagamos como consumidores. Dicho de otra forma, el precio de venta al ptblico corresponde
con el 121 % del precio sin IVA.

Ejercicio 4.5. El precio de venta usual de un ordenador es de 1300 euros, y lo compramos en el
dia sin IVA de la tienda. ;Cudl serd ese dia el precio de venta?

Confiando en que los lectores ya tengan clara la solucién, nos conformamos con observar que
el resultado no es 1027 euros, sino 1074 euros.

< Precio base (sin IVA) IVA—>

100 > 21

< Precio de venta (IVA incluido) >

Figura 4.3: Representacion del IVA.

"https://twitter.com/juvenal _tw/status/1073922586222968834
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Capitulo 5

Ejercicios resueltos

Ejercicio En este ejercicio tenemos que expresar la cantidad de puntos de los conjuntos
de la figura en base 8, es decir, haciendo grupos de 8 y de potencias de 8. Los puntos estan
agrupados para facilitar el recuento.

En el apartado a) tenemos dos grupos de 8 y 3 unidades (las unidades son unidades en cualquier
base, por supuesto). Esto lo expresamos escribiendo 23s.

En el apartado b) tenemos 11 grupos de 8. Con 8 de esos grupos hacemos un grupo de 82. Por
tanto, lo que tenemos son un grupo de 82, tres grupos de 8 y cinco unidades. Esto lo expresamos
escribiendo 135s.

a) b)

o 3 1 25
Ejercicio|2.3| Calcula -1 4 3

representando los reagrupamientos necesarios en tablas de valor posicional y explicaindolos
con detalle. Puedes ayudarte para ello con los bloques de base 5 que puedes encontrar en el
archivo materiales.pdfi
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A la derecha tenemos la re-
presentacion del minuendo,
el nimero 3125, con los blo-
ques de base 5.

Como de 2 unidades no se
pueden quitar 3, recurrimos
a los grupos de 5. Vamos a
mover un grupo de 5 con las
unidades, desagrupandolo.

Ahora tenemos 3 grupos de
52 (esto no ha cambiado),
ningun grupo de 5y 7 unida-
des.

De las 7 unidades quitamos
3, yya tenemos la cifra de las
unidades del resultado.

En el lugar de los grupos de 5
volvemos a encontrarnos el
problema: no hay ninguno, y
por tanto no podemos qui-
tar 4. Vamos a tomar un gru-
po de 5%, y desagruparlo en 5
grupos de 5.

Tenemos ahora 2 grupos de
52y 5 grupos de 5.
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grupos de 52 grupos de 5 unidades

Ahora ya podemos terminar ey o0 v o

P . Jo===wt} 7 g o A2
la resta sin ninguna dificul-
S>>~} 1 4 3
tad. r % & @’g 2
2 XX L1 dg
\ =T

Ejercicio[2.5] Explica, recurriendo a las propiedades bésicas de la multiplicacion, estas propie-

dades:

1. Para multiplicar cualquier nimero por 10, es suficiente con afiadir un 0.

Vamos a verlo con un ejemplo. Si tenemos que calcular 826 x 10, aplicando la propiedad
distributiva tenemos que

826 x10=(800+20+6) x 10=800x10+20x10+6 x 10

Es decir, tenemos 8 centenas multiplicadas por 10, mas 2 decenas multiplicadas por 10,
mas 6 unidades multiplicadas por 10. Al multiplicar una unidad por 10 se obtiene una de-
cena, al multiplicar una decena por 10 se obtiene una centena, y al multiplicar una cen-
tena por 10 se obtiene un millar. Dicho de otra forma: al multiplicar por 10 las unidades
pasan a decenas, las decenas a centenas, las centenas a millares, etc. ;Y como se puede
hacer ese cambio teniendo en cuenta la notacién posicional? Simplemente, afiadiendo
un 0 a la derecha.

. Para multiplicar cualquier nimero por la unidad seguida de ceros, es suficiente afiadir el
numero de ceros correspondiente.

Una vez que sabemos que para multiplicar por 10 es suficiente afiadir un 0, es suficiente
con darnos cuenta de que multiplicar por 100 es equivalente a multiplicar por 10 dos
veces (multiplicar por 1000 es multiplicar por 10 tres veces, etc). Esto es consecuencia de
la propiedad asociativa. Por ejemplo:

826 x 100 =826 x (10 x 10) = (826 x 10) x 10

. Si tengo que multiplicar un ntimero que termina en uno o mas ceros, por otro, puedo
olvidarme de los ceros, hacer la multiplicacién, y luego afiadirlos. Por ejemplo, 400 x 8 =
3200.

Esto es consecuencia de nuevo de la propiedad asociativa y de lo que ya hemos deducido
en el apartado anterior:

400 x 8 = (100 x 4) x 8 =100 x (4 x 8)

&
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Ejercicio[2.6] Un astronauta empez6 su viaje un martes a las 9 de la manana. Si el viaje duré 281
horas, ;qué dia de la semana y a qué hora aterriz6?

En este caso me voy a limitar a una indicacién y a la respuesta.
Una division nos dice cuantos dias han pasado, y cuantas horas.
Respuesta: aterriza un domingo, a las 2 de la noche. &

Ejercicio[2.9] En una divisién sabemos que resto es 15 y el cociente 37, y sabemos ademds que
el dividendo es menor que 650. ;Cudles pueden ser el dividendo y el divisor?

La relacion entre dividendo, divisor, cociente y resto nos asegura que
D =37xd+15.

Como el resto debe ser menor que el divisor, con d = 16 se obtiene D = 607. Existe una segunda
solucion, d =17y D = 644. &

Ejercicio Usa la igualdad 21320 = 65 x 328 para calcular el cociente y el resto de dividir
213301 entre 65.

Indicacion: averigua qué operaciones hay que hacerle al niimero 21320 para obtener 213301.
No se trata de “sumarle la diferencia”, porque esto no serd til para el cdlculo de la division.

Es mas ttil darse cuenta de que 213200 = 21320 x 10, y ya estamos cerca ...
Luego, considera estas operaciones en la igualdad (2.10).

En ejercicios como este, donde la respuesta es una operacion facilmente comprobable, no voy
a dar la solucién. Por ejemplo, en http://www.wolframalpha.com se puede teclear la expresion
213301/65y obtener el resultado en varios formatos, entre ellos el que se pide en este ejercicio,

213301=[ [x65+[ |

Ejercicio ;Cuantos cuadrados sombreados tiene la figura n de esta serie?

||

| [ |

1 2 3 4

Esta serie es interesante porque la figura que ocupa la posicién n se puede describir de varias
formas. Lo que voy a hacer es dar varios ejemplos de esa descripcion, anadiendo la forma de
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contar correspondiente. Si tienes dificultades para seguir el razonamiento con 7, lo que debes
hacer es empezar sustituyendo n por los valores 3, o 4, ver como funciona, y luego tratar de
hacer la abstraccion necesaria para pensar en términos de n. Vamos a llamar C,, al nimero de
cuadrados sombreados que tiene la figura n.

1. Podemos descomponer a la figura n en dos filas (horizontales) con n+1 cuadrados, y dos
columnas (verticales) con n — 1 cuadrados. Por tanto, F,, =2(n+1)+2(n—1) =4n.

2. Podemos contar los 4 lados, con n+ 1 cuadrados cada uno, pero en ese caso estamos
contando dos veces los cuadrados de las esquinas, por lo que hay que restarlos. Tenemos
entonces F,=4(n+1)—-4=14n.

3. Siasignamos las esquinas de alguna forma, también se puede ver la figura como formada
por 4 tiras con n cuadrados cada una. Por tanto, F,, = 4n.

4. Finalmente, se puede ver la figura como un cuadrado con un total de (n + 1)? cuadrados,
del que hemos quitado los (n—1)? cuadrados interiores. Por tanto, F, = (n+1)?>—(n—1)% =
4n.

Ejercicio ;Cudantos cuadrados tiene la figura n de esta serie?

En este ejercicio vamos a hacer varias descripciones de la figura 3 de la serie, y a dar la respuesta
final para la figura n. Queda para el lector el trabajo de rellenar este salto con la descripcion de
la figura n.

Si contamos los cuadrados de los tres primeros términos, obtenemos la serie 8, 16, 26, en la que
la diferencia entre dos términos consecutivos ya no es siempre la misma.

1. Lafigura 3 se puede ver como un rectdngulo de tamafo 4 x5, con dos columnas de tamafio
3 allos lados.

2. También se puede ver como un rectdngulo de tamafo 6 x 3, con dos filas de tamafo 4,
una arriba y otra abajo.

3. Se puede ver también como un rectdngulo de tamafio 6 x 5 al que le hemos quitado las 4
esquinas.
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Hay otras descripciones posibles, desde luego. El niimero de cuadrados de la figura n es n? +
Sn+2.

¢

Ejercicio El nimero de circulos en cada una de las siguientes figuras se conoce como
numero triangular. Si llamamos T}, al nimero triangular n-ésimo, vemos que 71 =1, T» = 3,
T3 =6y T, = 10. ;Puedes obtener diferentes expresiones para el numero 7,?

@)
@) O O
O O O O O O
@, o O © OO © O OO0
1 2 3 4

Vemos que Ty = 1+2+3+4y, por ejemplo, T5 = 1+2+3+4+5 = 15. Por tanto, el nimero
triangular n-ésimo, T, no es mds que la suma de los n primeros nimeros naturales. En lenguaje
algebraico,

T,=1+2+3+---+(n-2)+(n—-1)+n.

Podriamos recurrir a la férmula para la suma de términos de una progresion aritmética, pero
no es necesario, hay una manera de calcular esta suma que no requiere féormulas adicionales.

Supongamos que 7 es un nimero par. Vamos a emparejar los términos de esta suma, el primero
con el ultimo, el segundo con el pentltimo, y asi sucesivamente. Hemos hecho asi las parejas
porque la suma es en todos los casos la misma: n+ 1. Como hay n/2 parejas, ya tenemos cuanto

vale la suma:
_ nn+1)

=
2

Si n es impar, podemos hacer esto mismo dejando fuera el Gltimo término, y sumarlo luego. La

expresion que se obtiene es la misma.

¢

Ejercicio|2.16

1. ;Es 119 un nimero primo?

2. ;Es 883 un numero primo?

1. Tenemos que ir probando posibles divisores. La primera observacion es que es suficiente
probar con divisores primos: si 3 no es un divisor de un numero, ningiin multiplo de 3
puede serlo. Merece la pena que dediques un minuto a convencerte de por qué es cierto
esto. Para 119, probamos sin éxito el 2, el 3 y el 5. Pero vemos que 119 +7 = 17. Por tanto,
119 no es un ndmero primo.
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2. Para 883, empezamos a probar los posibles divisores primos, pero no encontramos nin-
guno, ;hasta donde? ;Es necesario probar con 881, el Giltimo niimero primo menor que
8837

No, es fécil ver que podemos parar mucho antes. Primero, observemos que /883 < 30.
Como siempre que aparece algo sin explicacion, el por qué es sencillo, y deberias con-
vencerte de ello por ti mismo. Pues bien, si no hemos encontrado ningtin divisor cuando
llegamos a 30, podemos estar seguros de que 883 no tiene divisores (propios).

Este es el argumento, de nuevo basado en el emparejamiento de los divisores: si a fuera
un divisor, para el cociente b = 883+ a se cumpliria que a x b = 883. Pero es imposible que
a'y b sean mayores que 30, pues en ese caso a x b seria mayor que 900. &

Ejercicio|2.19

Tenemos una habitacién rectangular, de 6,30 m de largo y 4,50 m de ancho. Queremos poner
un suelo de baldosas cuadradas, todas iguales, sin tener que partir ninguna baldosa.

1. ;de qué tamafios podrian serdn las baldosas?

2. j;cudntas baldosas necesitaremos en cada caso?

1. Como debemos trabajar con ntimeros naturales, lo haremos en centimetros (también po-
driamos trabajar en decimetros).

Para que no haya que partir ninguna baldosa cuando las ponemos en el lado de 630 cm, el
lado de la baldosa debe ser un divisor de 630. Lo mismo debe ocurrir cuando las ponemos
en el lado de 450 cm. Como las baldosas con cuadradas, el lado de la baldosa debe ser un
divisor tanto de 630 como de 450.

El célculo del méximo comun divisor de 630 y 450 es sencillo y no vamos a entrar en esos
detalles: mcd(630,450) = 90. Por tanto, las dimensiones posibles para las baldosas son los
divisores de 90: 90, 45, 30, 18, 15, 10,9, 6, 5, 3, 2, 1.

2. Para ver las baldosas que necesitariamos en cada caso, es suficiente ver cudntas harian
falta para cada lado de la habitacion. Por ejemplo, en el caso de usar baldosas de lado 18,
en ellado de 630 cm tendriamos 630+18 = 35y en el lado de 450 tendriamos 450+18 = 25.
El total de baldosas seria, por tanto, 35 x 25 = 875. &

Ejercicio Dos faros emiten una sefial especial cada 16 y 12 minutos, respectivamente. Sa-
biendo que emiten la sefial a la vez a las 0 horas y que empezamos a contemplarlos a las 5 de la
tarde:

1. ;a qué hora coinciden por primera vez después de la medianoche?
2. jcudantas veces han emitido la sefial a la vez antes de que llegdramos?

3. jaqué horalos veremos coincidir por primera vez?
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1. El primer faro emite la sefial cada 16 minutos, y el segundo cada 12. Por tanto, coincidirdn
en el primer multiplo comtn. Como mcm(16,12) = 48, coinciden a las 00 : 48.

2. Coinciden cada 48 minutos, y entre la medianoche y las 5 de la tarde han pasado un total
de 17 horas, que son 1020 minutos. Como 1020 + 48 = 21 R 12, han coincidido un total de
21 veces (22 si contamos la primera, a medianoche).

3. Escribiendo la division del apartado anterior como 1020 = 21 x 48 + 12, vemos que han
coincidido por ultima vez, antes de que llegdramos, 12 minutos antes de las 5, es decir, a
las 4 : 48. Como coinciden cada 48 minutos, coincidiran de nuevo a las 5: 36. O

Ejercicio[4.1] Las cantidades de dinero que tenian dos amigos cumplian la razén 3 : 2. Cuando
cada amigo se gasto 35 euros la razén pasé a ser 5 : 3. ;Cuédnto dinero tenian entre los dos al
principio?

Un bosquejo de la solucion: Representamos con un modelo de barras el dinero que tenian al
principio, con la razén 3 : 2 (3 rectdngulos uno de ellos, 2 rectangulos el otro). Ahora debemos
quitarle la misma cantidad a cada uno, y que la razén se convierta en 5 : 3. Por tante(ﬂ vemos
que si quitamos medio rectdngulo a cada uno la razén pasa a ser 5 : 3. Por tanto, ese medio
rectangulo son los 35 euros que han gastado cada uno y el total pedido son 350 euros.

Ejercicio[4.2] Estudia si las siguientes magnitudes son directamente proporcionales:

1. Ellado de un cuadrado y su érea.
Si el lado de un cuadrado se duplica, su area se multiplica por 4, no por 2. Por tanto, el
lado de un cuadrado y su drea no son magnitudes directamente proporcionales.

2. La masa de una sustancia y su volumen.
Larazon entre masa y volumen de una sustancia es la densidad. Si son magnitudes direc-
tamente proporcionales.

3. Eltiempo que tarda en caer un objeto y la altura de la torre desde donde se lanza.

Si selanza un objeto desde una torre va acelerando. Esto quiere decir que si cae desde una
torre de 200 m de altura no tarda el doble que si cae desde una torre de 100 m de altura.
Por tanto, el tiempo de caida y la altura no son magnitudes directamente proporcionales.

4. Ellado de un cuadrado y su perimetro.

El perimetro de un cuadrado es 4 veces su lado. Por tanto, P/¢ es siempre 4. El perimetro
de un cuadrado y su lado si son magnitudes directamente proporcionales.

La resolucién por tanteo tiene mala fama en nuestro pais. Sin embargo, creemos que en algunas situaciones
puede ser muy formativa, ya que ayuda a entender la estructura del problema.
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